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Exercice 1
1. Il s’agit d’'une ellipse, I'axe focal a pour équation y = —1 (il passe par le foyer et est perpendiculaire

\ . oo AF . .
aD). Soient A(xz, —1) un sommet principal, on a — = e ou H est le projeté orthogonal de A sur D.

AH
AF _ 2 — 1 2 2 _ 1 2
. 2T ; . i _§>2 I = =
On trouve immédiatemment A’(—1,—1) et A(2,—1). Le centre de la conique vérifier O} = §(OA + OA’) alors
1 L ¢ . 1 1 .
Q (5, —1) Jle parameétre a vaut alors a = = ;.Pwsque o= 2 = gonac=g et enfin a®> = b2 + 2 = b2 =
a

2 2
1 . 1 1
<§) — (—> =2 = b=/2. Les sommets secondaires sont donc B’ (5, -1+ \/§> et B (5, —1 — \/i) .

2 2
1 . .
Lautre foyer est F’ (5 —c, —1) ,alors F’ (0,—1), l'autre directrice D’ : z = —3.
2. On revient a la définition de la conique,
AF

1 1
— = 2:— 2 = 2 2:_ - 2
a e < AF 9AH = (z-1)2+@w+1) 9(90 5)

I’équation de la conique est donc
1
(@12 +(y+1)? - 5(@—572 =0

ce qui peut s’écrire
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Sommaire

Les points d’intersection avec les axes sont obtenus en faisant = = 0 (intersection avec (Oy)) et y = 0 (intersection
avec (Ox)).
On obtient :

. . 7 .1 . : : 1
Sixz =0, 9y? + 18y — 7 = 0 dont les solutions sont —3 et 3 Les points d’intersection avec (Oy) sont P (O, 5)

7
et@ (0,—§>.

Siy =0, 822 — 8z — 7 = 0 dont les solutions sont

R(2520) as (23720).

Exercice 2

1.Premiercas:a—t<0etb—t<0i.e.sit>balors C; est vide.

Deuxiéme cas : Si¢ €]a,b[ alorsa—t < 0 etb—¢ > 0, C; est une hyperbole d’axe focal (Oy) de centre O. Léquation
2 2

réduite est _ti -+ by— . = 1. Lesfoyers sont F' = (0,vb—a) et F = (0,—v/b —a), le demi grand axe est v/b — ¢.
Troisieme cas : t <aalorsa—t > 0etb—¢ > 0, C; est une ellipse. Puisque a — t < b — ¢ I'axe focal est (Oy).
2 2

Léquation réduite est ax_ i by— . = 1. Les foyers sont F* = (0,vb—a) et F" = (0,—vb—a), le demi grand axe
est vb—t.

Toutes ces coniques ont donc mémes foyers.

2. On peut procéder géométriquement ou par le calcul.

Géométriquement : Puisque les coniques ont toutes les mémes foyers, d’aprés la définition bifocale si C; et C,
passent par le méme point M, elles sont de nature différente (sinon, suoposons que ce soient deux ellipses, alors
MF + MF' =2b—t WWU t =, de méme sl ceﬁop.t.peﬁ‘ﬁflﬂerboles avec MF — MF").

>

2-3v2 2432
1 8t

. Les points d’intersection avec (Ozx) sont




Si C; est une ellipse et C,, une hyperbole, la tangente en M a C, est la bissectrice intérieure de I'angle (MﬁF’)
et la tangente en M a C; est la bissectrice extérieure du méme angle. Ces deux tangentes sont donc perpendiculaires.
2o

Par le calcul : Si M, a pour coodonnées (xo,3o) , un vecteur normal a C; en My a pour coordonnées ay;t

b—t
(La tangente en M, a C; est xfot + byyot = 1, par la regle du dédoublement !!).De méme, un vecteur normal a C; en
o “ ; o o
Myest | @, | Ilsagitde prouver que | %t e U | = i = Y6 =0
0 Y0 gitdep q Yo |\ ¥ )T a—ta-u  (@a-tla—u)
Or on sait que M, est sur C; et C,, donc
2 2
Lo Yo
=1
a—t - b—t
3 v _
a—u b—u
Par différence des deux égalités, il vient
To xj + Y5 _ Y% _ 0

soit (¢ — u) % + Yo =0
Y\a—ta-uw) " (a-t)a-u))
ce que 'on voulait démontrer (car t # u).

Exercice 3

1.0naA=4a*—4=4(a? —1). Ainsi pour a = 1 ou —1, C, deux droites paralléles, pour |a| > 1, elle est du genre
hyperbole, et pour |«| < 1 du genre ellipse.

2. C’est le cercle unité !!

3. Pour o = 1, I'équation devient (x + y)? = 1 ce qui donne deux droites y =1 —z ety = —1 — 2. Pour a = —1,

ona(y—z)==xlsoity=x+1louy=a—1.

z = X cosf — Y sinf
4.0na , le terme en XY est donc égal a

. elir
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—2cosfsinf + 2sin 6 cos 0 +2« (C082 6 — sin? 9) =2 ((:os2 0 — sin? 9)

On choisit donc § = % pour avoir un terme en XY nul. Les formules de changement de repere deviennet alors

2
z= ‘/7_ (X —Y)
et I'équation de C,, est

y=\/7§(X+Y)

g(X—Y)xg(X—i-Y)—l:O

1 1
5(X -Y)? +§(X +Y)? +2a x

soit
1+a)X?+(1-a)Y?=1

5. Poura = 3" onal—«a > 0, '’équation ressemble a une équation réduite d’ellipse

2

3 1 X Y \?
—X2+—Y2=1<:> +<_) =1
2 2 \/5 V2

3

. 2 .
Puisque v/2 > \/; alors I'axe focal suivant (OY), on a donc

2
a \/; V2

23 ¢ 2

4
—0,—§:>C—Tet€—5— §

De maniére générale, sigy <]0.1[, on a 1 h ! aZeH 2o et 2o
< , = 5 = e = .
° @w& UalTel Wek 1-a? Vita



2c

1 1
= ’b: ’C: —_—
V1i+a VA a?—1

Si a €] — 1,0] 'axe focal ext (OX), a

c 20
ete=—=,/ .
a a—1

Pour o« =2,0n a

X2
3X2-Y? =1 < s — V2=
%)
c’est bien I'équation réduite d’'une hyperbole, I'axe focal est suivant (OX). On a
3
a= \/?_, b=1
4 2v/3
c=ad?+b=- = c:iete:2
3 3
. " . 1 1 2
De maniere générale, sia > 1,onaa = ,b= ,C=
1+« a—1 1—a?
Et si « < —1, l'axe focal est suivant (OY), a = L b= L c= 2a
H 3 - 1 — aa - /—_1 — a? 1 —«
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Vous pouvez vérifier avec le grapheur des fonctions implicites
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Exercice 4
af f (MM

M(z), My (z?) et My(2°) sont alignés «— —————~
af f (M)

!

:feRmz#O
(z+1)(z +1)eRetz#0,z#1.
m((z+1) (22 +1)) =0etz#0,z # 1.
m((x+iy+1) (22 + 2izy —y?> + 1)) = 00Uz #0,y #0etz # 1.
\sm(m + 3iz?y + 22 — 3xy? + 2izy + v —iy* —y? +iy+1) = 00Uz #0,y #0etz # 1.
322 +2x —1y? +1=00U0x#0,y#0etx #1.

1\? 2
3<$+§) _y2:—§OUx§éO,y#Oetx7él

x—i—l :
3 y?

— - + = 1 c’est une équation reduite d’'une hyperbole # privé de O (O n’est pas un point

(%) ()

de H)et privé des points d'intersection de 7 avec la droite d'équation z = 1, les points K (1,v/6) et K’ (1,—V/6) .

. =1 .
Alors # de centre le point (?, O) , d’axe focal suivant (Oy)
Soit M(x,y) dans le repére (0,7, 7) et M(X,Y) dans le repére (, 7, 7). Donc OM = OS + QMM on aura

1
(%)
y=Y
p . X2 Y? 2 2 2
Donc I'équation sera — = - 5 = 1, alorSa_— b_fetc_\/a2+b2 S+ =249
V2 D) 9 3 3
3 3 2017
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N 2 2
Dans le repére (12, , 7) , H est une hyperbole de foyer F <0, 5\/§> et F’ (0, —5\/5) d’axe transverse (Oy) de
2 2 L, 2 . . b2 2
sommets A (0, \/;> et A/ (0, —\/;> , d’excentricité e = g e 5\/§, et de directrices D : Y = — = \/__

c 2
associée a F. Et D associée a F/, D' : Y = —T.Dans le repére (O, U, ') et vu les relations (x)
12 1 2 1 2 1 2
F{—=,=V2) ,F'|—z,—=Vv2),A|—z.,4/= Al —=,—4/= .
( 3’3f>’ ( 3 3*/_)’ ( 3\/;> et ( 3’ \/;>
Donc H est un hyperbole privée de K et K'.

Exercice 5
Soit H le projeté orthogonal de F' sur D donc FH = 3 soit S le milieu de [F' H]. Donc le parametre de la parabole
Tpt+xH

2 )
: — = . ey
Dans le repere (S, i, ] ) ,un point M(X,Y) € (P) verifier Y* = —2pX = —5X (1)

(P)estp= —g (car xp = % <3), et S (;,2) (car zs =

7
. - = . e — x:X+Z

Dans le repére (O, 1,7 ) , le point M (z,y) tel que OM = a% + SM alors
y=Y +2

En remplagant dans (1). Léquation de la parabole (P) :

7 35 19
(y—2)2+5(w—1> =5$+(y—2)2—z=y2—4y+5m—zzo.

eoir
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Exercice 6
1. Nature et éléments caractéristiques de la courbe ()
3z2 —y?+22+1=0 < (322 +2z) —y2+1=0

2
2 1 1
= 3(;v2+§x)—y2+1:0 = 3<<x+§> —§>—y2+1=0

2
1 2 2 1
= 3<x—|—§> -+ =0 < 3X2—Y2:—§enposantX:x+§etY:y

3
X2 Y2
= - +5 =1
’ ’ X2 y? 2 V2 2
On est en présence d’une équation de la forme 3 + 7= 1 avec a = \/g =3 etb= \/;

. . . . 1
En conclusion (#) dans le repére orthonormé R’ = (2, 7, ?) ou 2 (—5,0) .

est une hyperbole de centre 2 d’axe transverse focal (Q, ?) ,d’axe non transverse (97 7)

2 2 N .
De sommets B (O, \/;> et B’ (O, —\/;> dans le repére R’, d’asymptotes les droites D; : Y = v/3X
etD,:Y = —/3X dans le repére R'.

2/2 L 2
De foyers F(0;c) et F’(0; —c) avec ¢ = va? + b? = %_, dexcentricité e = © = ﬁ > 1.

b 3
Dans le repére orthonormé R = (O, 7 7)

1 /2 1 2 12\/' . 2V/2
B<_§’\/;>’B <_§’_\/;>’F( 33 8Fe 3 —3 )

2.enposant z = z + iy

Z=1+2+22+22=1+ (z+iy) + (z +iy)? + (z +iy)3

=14z + iy + 2% + 2xiy + i%y? + 23 + 3z2iy + 3zi2y? + 33
=1+az+a%—y*+ 2% —3zy® +i(y + 22y + 322y — y3) donc Re(Z) = 1 + = + 22 — y? + 2® — 3zy? et SM(Z) =

y + 2zy + 327y — y* = y(1 + 2z + 32° — )

(a)casz=1
Alors A, M et M’ sont canfondus car z = 1 et z* =1 donc on E)fuk@rwderer que ces points sont alignés.
W.



(b)casz #1
A, M et M’ soient alignés < il existe un réel \ tel que AM = NAM’
< il existe k € Z tel que (F/[,AM') = kr

S 1-1
< il existe k € Z tel que arg (z ) = km
z

(z—1) (1424 2% +2%) -
(-1 -

< il existe k € Z tel que arg (

& 14+2+22+22=Z€R

< Qm(Z) =0

< y(1+22+32%2 —y?) < y=00ul+2z+32%—y2=0.
— Me(H)U (0,7) privée du point A(1,0) car z # 1.

3. En conclusion,que z=1ouz#1onal = (H)U (O, 7).

eoiv
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Exercice 9

u(z) = ! = u/(z) 2nx
~— (2 L 1\n T T2 \ntl
1. Soit (z=+1) (e=+4 1) , Une intégration par parties donne
V(z)=1 = v(z)==
T ! ! 2 1 L x?
L= |—2 | 4o —% o= —tom | — % g
[(m?ﬂ)ﬂ]o* ”/ @ g ”/ @+
Or,

1 2 1 2 1
T z°+1 1
/0 —(1}2 i 1)n+1 d:l} = /0 —(xQ T 1)n+1 dl‘ — /0 —(.%2 T 1)n+1 d:l,' S In - In—i—l.

Regroupant les termes, on trouve. Pour tout n € N*

I, = Qin +2n(In = Iny1) < 20l = (20— 1) I + 2in = dnn = 2n27: i nzfllﬂ'
2.0na
alors
p=2i-tp, 1l 7. l_[
2x 1 Ix2141 7274 4 8 ' 4
et
Lo2x2=l, 1 :§<z+1>+i:3_ﬂ L
2% 9 2x22+1 4\ 8 4 16 32 4

@yw net <%



Exercice 10

1.0na
K= 22e(1HD2 4y :/ z2e®edx
0 0
= z2e” (cosx + isinx) dr
0
T
= / 2e® cos zdr + z/ z2e® sin zdz.
0 0
Alors

I = Re(K).

2. En intégrant K par parties, on trouve

2 (1449)z7™ T
Ko |® el ') 2 / 2o+ 4oy
1+’L 0 1+'L 0

2,m 2 & .
- / ze+2dy,
0

14+7 144
On fait une deuxiéme intégration par parties pour calculer cette derniére intégrale, et on trouve

T 1+i)z]™ ™
/ pe1H)E gy — zel .) 1 . / i)z g
0 1 + 2 0 1 + 1 0 )

me™ 1 N me™ 7
_ _ _ (I4a)z]™ — _ — (1 ™
T+i  (1+9)? [ =~ — g (e
Regroupant tous les termes, et multipliant par la quantité conjuguée au dénominateur, on trouve
o T2 me™ iu+7w LIPS SN L WY 6 SPIE
= — = = == e = | ze" — =7 = 1| =e —mee” —me =
T+i 1+i\ 1+i 2 2¢ — 3" 2 2% T3" e Ty
soit

1— 7?2 1
1= dr = T4+ -
/0 22 cos xdr = 5 @ = 5
(1-m2 1
z2e” sin mdx = - —.
@v ) /0 .het 2



3. 0n commence par linéariser sin? z et on trouve
2m 27 —2 27
1-— 2 1-— T 1
J = e ®sin’ zdx = e’ (%W) dr = + 5 / e " cos (2z) dx
0

0 0
On calcule alors la derniere intégrale en utilisant les complexes. On trouve

2m o e(2i—1)a 727
/ e~ * cos (2z) dz = Re </ e(QZ_l)mdx> = Re [ - ]
0 0 2t —1 0

= Re (% (2i+1)(1- e—%)> =—(1-e%m).

ot =

Finalement, on trouve

2
J = 5(1 = 6_27T).

Exercice 11
Soit f est une fonction définie et dérivable sur l'intervalle [—1, 1], dont la dérivée est continue sur cet intervalle.
Par intégration par parties on pose

ult)=t = v(t)=1

1 1
! = o x)dx
1/ of @)z = eSO, - [ S
/ sf(@de = fO) + f(-1) — [ f@)de

—1 —1

Or f(1) + f(—1) = 0 donc



Exercice 12

(Ic;) La fonction f(x) = cos* x — cos? = définier dérivable sur R.
Et
f'(x) = —4sinx cos® x + 2sinz cos z.
Alors
f7(z) = —4 (cos* z — 3sin® z cos? z) + 2 (cos? x — sin’ z)
(b)

f7 (@) = —16f(x ) -

Donc pour tout réeI 25

[ (z) +16f(x) = —2.

2. Soit
161 = /OE 16£(z)dz = /; (—f”(z) — 2) da.
Alors
161 = [~f'(2) —2a]F = —f' () =7+ (0) Or £(0)=0etf(3)=0
Donc I = ~16
Exercice 13

1
1. Pour tout z € [0, 1], 0<:c2<1doncl<1+:z:2<2donc—

Pour tout z € [0, 1], wwn mulﬂnlnanfhnecahte He&e{el‘fpé r z™ pour tout z € [0,1], on a



n 1 n 1 n 1
‘T—S x <z" donc/ x—dmg/ * dxg/ z"dzx
2 1+I2 0 2 0 1+$2 0

Puisque
1 nt171 1
/w”d:uz x = ,
0 n+1 0 n+1
alors
1 1
< J, <
2(n+1) — "= n4+1
Ona

1
lim ——
neos 2(n+1)

1 n—+1 1 n 1( _1) n

x x x x
S T —dn= | ET—de— | = BT,
i /0 T+az /0 T+a22 /0 1+az2

—1)z" : -1z : Yxz—-1)z"
% <0, et lafonction z — z=Da" continue sur [0, 1] donc/ udw.
1+z 1+ 22 o 1+az2

1
= lim =0.Donc lim J,=0.
n—+oomn + 1 n—-+o0o

Pour tout = € [0, 1],
Alors

Jnt+1 — Jn <0 donc la suite (J,,) est décroissante.

/4. Pour tout entiern > 1,
1 n 1 n+2 1, .n n-+2
a8 a8 T =T
Jn + Jpio = —d ——dx = ———d
2 2 ot /0 1+ a2 m+/0 1+a22" /0 1raz ©

elir
done @yw .net



Lam (14 2?) o 1 L .
In + Jnta = /0 H—xzdx = /0 z"dr = ] (d’apres le calcul de la question 2).

1
. r ntiern > 1, ———— < J, < —— donc en remplacan rn—2 r ntier n > 3, on
5. pour tout entier n > ,2(n+1)_J _n+1do c en remplagant n par n pour tout entier n > 3, on a
1
— < J,2< orJ, o+ J, = donc
2n—1) = ""* = n-1 2 n—1
JIn + ! < Jn+J <J+1soitJ+ ! <1<J+1
T e | "Ton—1) "n-1-""""n-1
. - . . . s 1 1 . 1 1
donc en ne considérant que la premiere partie de I'inégalité J,, + < soit J,, < —
2(n—1) " n-—1 n—1 2n-1)
1 1

donc pour tout entiern >3, — < J, < ———.

P TG e Y ey

. n n n 1 n 1

n r ntern>3, —— <nJ, < ———or lim — = = lim —— — ~don
donc pour tout entiern 2 3, 57—y SnJ S gy Of Um ormay = g ot lim oy = 3 done
. 1
lim nJ, = —=.
n——+o0o 2

1 1
T 1 2x 1 1 In2
6.J1 = ——dr = = ——dr=—|In(1 N ==
1 /0 T 2/0 T 2[“( +2%)], 2
. 1 . L 1
Pour tout entier n > 1, J,, + Jp10 = T donc en appliquant cette relationan =1, J; +J3 = 3
1—In2
donc J; = 2n A

. L 1 1 1-In2 2mln2-1
en appliquant cette relation a n = 3, J3 +J5=ZdoncJ5=Z— 2n = n4 i

eoir
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Exercice 14
1. f est définie continue dérivable sur [0, 1[U]1, +oo].

e’ 1 . e . :
fo) =g o ip g st Iy =~ done IR
x 1 L
lim (1—-2)=0"donc lim —— = —o0, et lim f(z) = —oo0.
r—1+ z—1+t1 —2 rz—1t

1
lim (1—2)=0%donc lim —— = +o0, et lim f(z) = +ooc.

r—1— z—1- 1 — r—1—

Donc la droite d’équation = 1 est asymptote a la courbe de f.
Ona

) = e (l—x)—(=1)e” :em(Z—x)'
f@) 1-2)? (1-z)?

Le tableau de variation de la fonction f

2. A est le point de la courbe de f d’abscisse 0 donc a pour coordonnées (0, f(0)) soit (0,1)
La tangente en A & C; est la droite d’équation y = f/(0)(z — 0) + f(0) soit y = 2z + 1.

. . 1 , 1
3. B est le point de la courbe de f d’abscisse 5 donc a pour coordonnées (5, f(

La droite (AB) a pour coefficient directeur =
rp —TA

= 2v/e—1
YB — YA \1/5 —4/e—2

2
La droite (AB) a don équation de la forme y = (4\/e — 2)g €W (¢
W T ‘het

2

1)) soit <%,2\/E>



Cette droite passe par A donc y4 = (4y/e —2) x4 +bdoncb =1
La droite (AB) a pour équation y = (4y/e — 2) z + 1.
La position relative de la courbe C; et de la droite (AB) est

Position relative

4.
(a) La fonction f est croissante sur {0,

1
], donc pour tout z € [0, 5} ,

N |

F(0) < f(@) < f (%) soit 1< f(z) < 2y/@.

(b) Pour tout = € [O, ﬂ )

Donc

Alors

2017
Donc WW ¥ . - n et



5.

x2 (1+:L')(1—:c)+x2:

1<1< /e

1

(a) Pourtoutz € [0,1[ 1+2+ —— =

e:v
Pour 1, ——
(b) Pour tout z € [0,1], T—&

Donc I = /§ (14 2z)e®dx + /E 22 f(x)dz.
0 0

(c)Ona /2 (1+2z)e®de = [xem]é = %\/E
0

1

Alors T — %\/E+ / 22 (z)dz.
0

Il =g
= (1+z)er+ 2

2

1—=z

@
— soit f(z) =

1—z°

(1+2z)e” + 22 f(x).

Pour tout = € [0, %] , 1 < f(z) <2y/e, donc 2? < 22 f(z) < 2y/ex?.

Donc

/2 22dx < /2 x2f(q:)dx < /2 2V/exdz.
0 0 0

3 1,17 1
Or/ 22dx = [—m?’] = —
0 3|, 2

1

1 2]
— < <
Don024_/0:z:f() <

Puisque I = \/_+/ 22 f(x)dz, alors %\/—

—|——<IS

24 — 12
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