Fonctions Logarithmes Exercices corrigés

1. 1. Vrai-Faux
Fesic 2002, exercice 1

Soit f la fonction définie par f(x):i— son ensemble de définition et C sa courbe

1
2 ()
représentative.
a.OnaD = ]o, +ool.
b. La courbe C admet une droite asymptote en +o.

c. Pourtoutx € D,ona: f(x)<§.

d. Pour toutx € D,ona: f'(x):1+ 2

2 x(Inx)*

Correction
a. Faux : On doit avoir +/x #1 et x>0 donc D=10, TUJL, +oo .

. 1 .
b. Vrai: lim f(X)= 40— — =40 et lim f(x)->
X—>+00 +00 X—>+00 2

=0 donc y= g est asymptote de C.

c. Faux : f(x)<5 si —L<0,soit In(vx) >0 donc quand X >1=x>1.

2 In(vx)

. 1)
d. Vrai : Rappelons que (—j - Yt remarquons que f(x)= g_li ; nous avons donc
u u nx
Frx) =22 _LXZ 1.5 % _
2 (In x) 2 X(In x)
1. 2. Fonction In, EPF 2006
1. On considere la fonction f : x — 2;1 . Montrer que f est définie et dérivable sur [ et déterminer
X° + X+

la fonction dérivée f” de f.

In x

2. On considere la fonction g:x+— et on désigne par ' sa courbe représentative dans

(In x)2+ln X+1

un repere orthonormal d’unités graphiques 1 cm.

a. Exprimer g en fonction de f et préciser I'ensemble de définition de g.

b. Déterminer la fonction dérivée g’ de g (on pourra utiliser la question 1.).

c. Etudier le signe de g .

d. Déterminer les limites de g en 0 et +oo.

e. Dresser le tableau des variations de g.

f. Construire la courbe T' en précisant la tangente au poiint d’abscisse 1.

Correction

1. f est un quotient de fonctions dérivables et le dénominateur ne s’annule pas, elle est donc continue et
dérivable sur [ .

, X2+ x+1-x(2x+1 X2 +1
f'(x)= ) ( 5 )= - 5
(x +x+1) (x +x+l)
2.a. g(x)= In =f(Inx) donc, comme fest définie sur [ , g est définie sur |0 ;+oo].

In2x+Inx+1
1 1 ~In?x+1

b. (fog)=gx(fog). g(x)==f(Inx)==| — 0 X*L

( ) ( ). 9(x) X (Inx) X (In2x+lnx+1)

c. Le signe de g’ dépend de celui de 1—In? x =(1-Inx)(1+Inx).

x 0 1/e e +00
1-Inx + + ) -
1+Inx - 0 + +
gx) - 0 + 0 _
0] 1
3
g(x)
-1 (6]
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. .. Inx 1 1
d. En 4+ g se comporte comme les termes de plus haut degré en In, soit =—>—=0;eno0

Inx Inx  +o0

c’est pareil car In x tend vers —oo, donc encore 0 comme limite.

f. Tangente au point d’abscisse 1: y=x—1.

1. 3. Equation, France 2004

6 points

L’exercice comporte une annexe a rendre avec la copie.

Le but de ce probléme est d’étudier, pour x et y éléments distincts de l'intervalle ]0;+of, les couples

solutions de I'équation x¥ =y* (E) et, en particulier, les couples constitués d’entiers.
. . . . Inx In

1. Montrer que ’équation (E) est équivalente a — = ny .

X y

2. Soit h la fonction définie sur I'intervalle 10 ;+of par h(x)= InTx La courbe (C) représentative de la

fonction h est donnée en annexe ; x, est’abscisse du maximum de la fonction h sur l'intervalle J0; +of .

a. Rappeler la limite de la fonction h en +w et déterminer la limite de la fonction h en o.
b. Calculer h'(x), ou h’ désigne la fonction dérivée de h ; retrouver les variations de h. Déterminer les

valeurs exactes de x, et h(x,) .
c. Déterminer I'intersection de la courbe (C) avec I’axe des abscisses.

3. Soit A un élément de I'intervalle }0 : 1{ .
e

Prouver l'existence d'un unique nombre réel a de l'intervalle 11;d et d'un unique nombre réel b de
I'intervalle Je;+odq tel que h(a)=hb)=A1.

Ainsi le couple (a, b) est solution de (E).

4. On considere la fonction s qui, a tout nombre réel a de l'intervalle 11 ; f, associe l'unique nombre réel
b de l'intervalle ]e;+od tel que h(a)=h(b) (on ne cherchera pas a exprimer s(a) en fonction de a).

Par lecture graphique uniquement et sans justification, répondre aux questions suivantes :
a. Quelle est la limite de s quand a tend vers 1 par valeurs supérieures ?

b. Quelle est la limite de s quand a tend vers e par valeurs inférieures ?

c. Déterminer les variations de la fonction s. Dresser le tableau de variations de s.

5. Déterminer les couples d’entiers distincts solutions de (E).

A rendre avec la copie.

04 4 ¥
02 -
X
0 . . . . . . . . . :
2 4 & g 10 12 14 16 18 20
02 A
04
06
05 A
Correction
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Inx Iny

L(E): X¥=y"<hX)=In(y)<yihx=xIny< —=—=": pour la premiére égalité, In est bijective,
X

X et y sont strictement positifs ; la deuxiéme est une propriété de In, le reste est du calcul.

. _Inx . Inx .1
2.a. lim——=0; lim — = lim =In X =+00x—00 = —00,
X—o X x—0T X x—0t X
1x In x
" 1-Inx Ine 1
b. h'(x)=2% = ;1-Inx>0=Inx<lox<e=X,; N=—==.
X2 X2 0 e e

c. (X)=0<=Inx=0<=x=1.

3. h est continue, monotone strictement croissante de [L;{ vers }0 ;%{ (voir les variations de
h); il existe donc un unique réel a tel que h(a)=A1 ; de méme h est continue, monotone
strictement décroissante de Je;+od vers }0 ;%[ (voir les variations de h) ; il existe donc un unique

réel b tel que h(b)=A1 (sur chacun des intervalles considérés h est bijective, méme si elle ne l'est pas
globalement).

4.s(a) =b.

a. Quand a tend vers 1, A tend vers 0, donc b tend vers +oo.

b. Quand a tend vers e inférieurement, 1 tend vers 1/e, donc b tend vers e supérieurement.

c. Lorsque a varie de 1 a e, b varie de +o a e, donc s est décroissante.

5.Entre 1 et e il n’y a que deux entiers: 1 et 2; pour a=1, b =+w... pour a = 2, b semble valoir 4.

Vérifions en remplacant dans (E) : 2% =16,4? =16 ok !

05+ VY
0,45 4
0,4 -
—
035 - / \\\
03 1 / \\
A e
0,25 4
e
T
0,2
0,15
0,1+
0,05 A
X
0
0 a 2 4 6 b 8 10 12
1. 4. Dérivées et In
Calculer la dérivée des fonctions suivantes :
1. f()=(In x)2 —6Inx+5.
X+1
2. f(x)=2x+|n(—).
X
X+In x
3. f(x)= -
X
Correction
1 1 2Inx-6
1. f'(x)=2=xInx-6==——.
X X X
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2. f(x):2x+ln(X—Hj=2x+ln(x+1)—lnx:>
X
— X — 2 —

Fi(x)=2+ 1 1 2xx+D)+x—x-1_2x2+2x 1:2x+2—1:2— 1 _

X+1 X X X X X(x+1)
5. fo=Xtinx 1 Inx.

X2 X X2

1><x2—lnx><2x

£10x) = 1 x 1 x=2xInx 1 1-2Inx 1-2Inx-x

1. 5. Primitives et In

1. Calculer la dérivée de la fonction fdéfinie par f(x)=In ( ? j sur Jo; 3[.
X

4x

2. a. Déterminer toutes les primitives de la fonction h définie par : h(x) = W .
X2+

b. Déterminer la primitive de h qui s’annule en 10.
4. Déterminer une primitive F de chacune des fonctions suivantes qui réponde a la condition posée :

a. f()= =22 et F(a) = 0.
X“+x+1
b ()= — %2 ot o) =1,
sin X.cos X
4. Calculer la dérivée de la fonction définie par f(x)=In ( Lij .
X+
. . s X+1
5. Trouver une primitive de la fonction définie par : f(X)=———.
(x2+2x)
. o In x (In x)? e o
6. a. Montrer qu'une primitive de x —» — estx . En déduire I'ensemble des primitives F de
X

1
b. Déterminer la primitive de f qui s'annule pour x = 1.
Correction

: N [ u'(x)
1. f(X)=In(u(x)) = F'(xX)=u'(X)In"(u(x)) =——=

u(x)
avee U(x) = 3+X U(x) = 1x(3=x)=(-D)x(3+X) _ 3-X+3+X _ 6
3-x (3—x)2 (3—x)? (3—x)?
6
' _ 2 _4
dot frg=t ) _@=x2_ 6 3=x_ 6
ux) 3+X  (B3-x)2 3+x (3-x)(3+X)

3-X

oo )= A, 0% 2 U200 avee u(x)=3x2 42 et n-1=-3=n=-2.
(3x2+2)* 6 (3x2+2)° 3 ux)” 3
-2
H(x):gx&+K=— 1 5 +K:—;2+K (K réel).
3 2 3u(x) 3(3x2+2)
b. H(lO)ZOD—;Z-i-K:O@K: 1 = 1 d’ofl H(X):— 1 2+ 1 .
3(3x102+2) 3x3022 273612 3(3x2+2)° 273612

1-x
4. f(X):In(mj .

Ax(X+D)-(A-X)x1 _ —X-1-1+x -2

f(x)=In(u(x)) avec u(x):% et u'(x) =

(x+1)2 (x+1)2  (x+1)2°

-2

f,(X):u‘(x):(x+1)2: -2 ><X+1= -2 _ 2 _ 2 .
ux) 1-x  (x+1)? 1-x (@+x)(@-x) (@+x)(x-1) x2-1
x+1
x+1 .
5. f(x)=—3. Soitu(x) =x2 +2x,ona:u'(x)=2x+2=2(x+1) et
(x2+2x)
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X+l =1>< 2(x+1) 1 u(x)_i, "
f(X)_(x2+2x)3 2 (x2+2x) 2 uw(x) ZU(X) )

qui est de la forme %u'(x)x u"(x) avecn —1=-3,0oun = -2.

Les primitives de telles fonctions sont de la forme :

n 2 -2
F(X):lxu (X):lx(x +2X) :—lx;z (+ constante...).
2 n 2 -2 4 (x2+2x)
2
6. a. Dérivons u(x):(In X) , u'(x):%.Z.l.ln X:In_x donc u est bien une primitive de In_x
X X X
Toutes les primitives sont alors de la forme u(x)+K.
2
b. u(1)+K:O<:>K=—u(1)=—&=O.
1. 6. Calcul de limites
cos(;er—z)Jrl
1. Soit f(x)=——3 2. calculer lim f(x).
Xx-1 x—1
5. f(x):ln(ex+ j - caleuler lim f(x).
X—>+0
2
3. f(x):ln(X +3j calculer lim f(x).
X—>+0
. 2Inx+1
4. lim .
X—>+00 2X
. 1
5. lim xln(1+—j.
X—>+0 X
Correction
COS(}Z’XZ—E)—F} f(X)—f(l) f(X)ZCOS(ﬂ'XZ—%)
1. lim 2 _lim —f'(1) avec .
o xAl o Xl (1) = cos(z - Z) = cos(Z) = -=
3 3 2
, . VAN . T .2 27r\/§
On calcule donc f (x)=—2;rxsm(7zx2—§) d'ou f (1)=—27r3|n(;z—§)=—2;zsm—=—T=—ml§.
. ex+3 . ex+3
2. lim =e= lim In =lne=1.
X—+0 X + X—>+00 X+5
2
3. lim In(x j3j: lim [In(x2+3)—lneXJ: lim {In(x2 1+— )— x}: lim [In x2+ln(1+3)—x},
X—>+0 e X—>+0 X—>+0 X—>+00 NG
or lim In(1+ij:|nl:0 et lim (Inx2—x)= I|m (2Inx X)= lim x[ In_x_lj —o car lim In—X:O.
X—>+00 X2 X—>+0 X—>+00 X—=+0 X
4 tim 2L i X im L Zo car tim M X 20 et tim L=
X—>+00 X X—+0 X X—>+0 2X X—>+0 X X—>+00 2X

=1 d’aprés le cours.

In 1+1
. 1 . X . In(1+X)
5. lim xIn| 1+= |= lim = lim
X—>+00 X X—>+00 1 X—0+ X
X
1. 7. Résolution (in)équations

1. Résoudre I'équation : In(x? —3x—2)=In(2x—6).

2In[ 1 )+l
2. Résoudre I'inéquation: e ‘*/ >2e.
i R Inx-Iny=1
3. Résoudre dans [ le systéme :
X+y=2e
4. Résoudre I'inéquation : In(1+ x)—In(1—x)> In 2x— In(1+ x).
5. Résoudre : 1 + In(x + 3) = In(x2 + 2x — 3).
6. Résoudre : In(x2 — 4e2) < 1 + In(3x).

Correction
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3-\17
2

3+;/ﬁ;+o{ car 3+;/l_7

1. Domaine de définition : D; = } —0 {U} 3 +;/ﬁ {40 { , par ailleurs 2x — 6 > 0 si et seulement

~ 3,56 .

six >3.0nadonc D; =D;NJ3; +00[=}

Pour la résolution : In a = In b équivaut a a = b donc, 'équation devient : x*> —3x—2=2x—6 ou encore
x?> —5x+4 =0 d’ou les solutions 1 et 4 ; mais seule 4 est valable.

2. Domaine de définition : il faut que x > 0, soit Ds= ]0; +od .
2In(ij+1 21 1 In2 _In2
e X >2ese Mt >2e<3—2|nx+1>|n(2e)<:>—2|nx>|n2+|ne—1<:>|nx<—7<:>x<e 2, On

1 1 )
] _= /

peut simplifier un peu : e 2 " ( ehn? ) 21 _N2 et finalement S = 0;—2 .

22 2

2e
Inx-Iny=1 nX=me X =ye y:ﬁ

: e y A = +€  Les deux solutions sont positives donc c’est
x+y:2e x+y—2e ye+y=2e ‘o 2e2

l+e
bon.
4. Attention a I'ensemble de définition : 1+x>0,1-x>0,2x>0=x>-1,x<1, x>0=xe]0;1][.

(1+x) [ 2X J 1+X  2x 142X+ X% — 2% + 22 1+3x?
On aalors In| —— |>1In = - >0 >0 ———— >

1+Xx 1-x 1+x 1-x)1+x) 1-x)1+Xx)
Le numérateur et le dénominateur sont positifs sur Jo ; 1[, la solution est donc I'intervalle ]o ; 1[.
5.1+ In(x+3)=In(x2 + 2x — 3) : il faut que x > — 3 et que x2 + 2x — 3 = (x — 1)(x + 3 ) >0 (a 'extérieur
des racines) donc D =]-3; +oo[.
1+In(x+3)=In(x2+2x-3)< Ine+In(x+3)=In(x2+2x-3) < Ine(x+3)=In(x2 +2x-3) <
e(x+3)=x2+2x—3.
In est une bijection: x2 + (2 —e)x—3(1+e)=0,
A=(2-e)2+121+e)=4—-4e+e2+12+12e=¢e2 + 8e + 16 = (e + 4)2.
o —(2—e)2J_r(e+4) x
6.1n(x2 — 4e2) < 1 + In(3x)
Il faut que x2 — 4e2 >0 et que 3x > 0 i.e. x >0 et x2 > 4e2 c'est-a-dire (x > 0) et (x > 2e ou x<—2e).
D =]2e; +o].
In(x2 — 4€2) < 1 + In(3x) < In(x2 — 4e2) < Ine + In(3x) < In(x2 — 4e2) < In(3ex) < x2 —4e2 < 3ex &
(E) x2 —3ex—4e2<o0.

1=—-3¢Doux.=e+1eD.S={e+1}.

3e+5e

A =09e2 + 16e2 = 25e2 = (5€)2, X = ;(E) © —e<x<4ge.S=1]2e;4el.

1. 8. Avec ROC
1. La fonction g est définie sur Jo ; +oo [ par g(x)=2x+/X =3I X+6.
En utilisant les variations de g, déterminer son signe suivant les valeurs de x.

2. La fonction numérique f est définie sur ]o,+oo[ par
3Inx

f(x) = %

+x-1.

a. Démonstration de cours : au choix
X

, . Inx P . €
- démontrer que lim — =0 et en déduire que lim — =+
X—40 X X—+00 X

ou bien
X

- démontrer que lim € _ i eten déduire que lim Inx =0.

X—>+0 X X—>+0 X
b. Déterminer les limites de fen 0 et +o (en +o, on pourra poser X =+/X ).
c. Utiliser la premiére partie pour déterminer le sens de variation de f.
3. Soit A la droite d'équation y = x — 1 et C la représentation graphique de f dans un repére orthonormé
du plan. Montrer que A est asymptote de C et étudier leurs positions relatives. construire Cet A.
Correction

2_
L= 2dR s ox b gl Ax¥2x 3_3x 3 _ X Jx

gz HXFeX 99X S _gX ZVX|
20 x  2dx x X x XX

Onaalors x> —Jx 20 x> > X & x* > x < x(x® ~1) >0 < x >1 car x est positif.
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Conclusion g est décroissante avant 1, croissante apres ; on a un minimum en 1 qui vaut g(1)=2+0+6=8
et est positif. Finalement g(x) est toujours positive.

2. f(x)=m+x—1

Jx
a. No comment.

. Inx ) In X% In X
b. Comme lim — =0, sion pose X =/, cela nous donne lim —= = lim = lim 2——=0.
x>+ X X—>+00 \/_ X4 X X—o+0 X

1 In x .
En 0, Inx tend vers —o et — tend vers +o donc —= tend vers —oo ainsi que f.

N N
1 1 1 32-Inx) 2x/x
X——=Inx ————1Inx +
e t=3X 2 g 324_ 2{ JX_ 2k 2dx _6-3lnx+2xx _ g(x)
X X X 2x/x 23X

Donc f est du signe de g et donc tOll_]OllI‘S positive, f est donc croissante.
3.0n a f(x)-(x-1)= %/n_x qui tend vers 0 a l'infini et qui est positif (C au-dessus de A) lorsque x >1,
X

négatif lorsque x < 1 (C en dessous de A).

25 4

y

20 4

15

10 4

-10 A

1. 9. Dérivation et encadrement
Le plan P est muni d’un repére orthonormé (O ;1i, J) (unité graphique 3 cm).

F(x) = X +1) In(x+1)
X

f(0)=1

O \ fo s six>0
1. On considere la fonction définie sur [0,+od par:

Montrer que f est continue en 0.

2 .3
2. a. Etudier le sens de variation de la fonction g définie sur [0, +od par g(x)=In(1+ X) —[ X— X? + X? J .

2 3
Calculer g(0) et en déduire que sur [ +: In(1+x) < [ X —X? +X?] .

2
. . X
b. Par une étude analogue, montrer que si x>0, alors In(1+x)> x— >

1 In(1+x) X _1 X

c. Etablir que pour tout x strictement positif on a — > <—=+=
X
En déduire que fest dérivable en zéro et que f'(0)=-=
. . s X
3. a. Soit h la fonction définie sur [0,+od par h(x)= ol In(1+x).
X+
Fonction logarithme exercices corrigés 7 A. TOUATI
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Etudier son sens de variation et en déduire le signe de h sur [0,+o] .
hx)
x>
c. Dresser le tableau de variation de f en précisant la limite de fen +o
d. On désigne par C la représentation graphique de f. Construire la tangente T & C au point d'abscisse 0.
Montrer que C admet une asymptote. Tracer la courbe C.
Correction

F(x) = In();+l)

f(0)=1
lim In(1+x) _

x—0 X

b. Montrer que sur [0,+oq, f'(X)=

six>0 . - . ..
; f est continue en O ssi Ilr’% f(x)=1f(0), or le cours donne justement la limite
X—>

1.

CL-l-xax+x-x2-xd 3

1 L
2.a. g'(X)=—~- 1-x+x% )= <0. Donc g est décroissante et comme
1+x

1+x 14X
x> x3
g(0)=0, on a également g(x)<0, soit In(1+x) < x—7+? .

2

_1— 2 2
b.On prend k(x):ln(1+x)_x+x?:>k-(x):11 g lexaxex® | x

>0 et k(0)=0 donc
+X 1+x 1+x

2
k(X)>0, soit In(L+x)> x—X?.

2 3 2 2 3 2

c. x—X—+X—2In(1+x)2x—X—<:>—X—+X—2In(1+x)—x2—x—<:>—1+izwg—l.
2 3 2 2 3 2 2 3 X 2
In(1+x) 1
. , . f)-f . B ) - ,
f dérivable en zéro: on calcule lim (x) (O)zllm X =lim In(+X) X; or le résultat
x—=>0 X-=0 x—0 X x—0 x2

précédent montre que cette limite est précisément -5 qui est donc f(0).

1 1 1-x-1_ =X
(x+1? x+1 (x+1)? (x+1)

3.a. h(x)=il—ln(1+ X), h'(x)= ><0;ona h0)=0 et h décroissante
X+

donc h(x)<0.
——x—In(1+x)
b. f'(x)= 1% =&2‘)so.
X X
e lim £ = lim M) i X
X—0 X—0 X X—0o X
12
y
1
038
0,6
04
0,2
o X
0 1 2 3 4 5 6 7 8

1. 10. Fonction+équation, Am. Nord 06/2008, 6 pts
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Soit fla fonction définie sur I'intervalle ]1;+oo[ par f(x)=Inx _Ii >
n x

On nomme (C) la courbe représentative de f et (I') la courbe d’équation y=Inx dans un repere
orthogonal (O;1,]).
1. Etudier les variations de la fonction fet préciser les limites en 1 et en +o .

2.a. Déterminer lim [ f(x)-Inx |. Interpréter graphiquement cette limite.
X—>+o0

b. Préciser les positions relatives de (C) et de (T").
3. On se propose de chercher les tangentes a la courbe (C ) passant par le point O.

a. Soit a un réel appartenant a lintervalle |1;+oo[. Démontrer que la tangente T, a (C) au point
d’abscisse a passe par l'origine du repére si et seulement si f(a)—af'(a)=0.

Soit g la fonction définie sur I'intervalle ]1;+oo[ par g(x)=f(x)—xf'(x).

b. Montrer que sur |1;+o[, les équations g(x)=0 et (In x)3 —(In x)2 —Inx-1=0 ont les mémes
solutions.

c. Aprés avoir étudié les variations de la fonction u définie sur R par u(t)= t2 —t? —t—1, montrer que la

fonction u s’annule une fois et une seule sur R.

d. En déduire I'existence d'une tangente unique a la courbe (C) passant par le point O.
La courbe (C) et la courbe (I") sont données ci-dessus. Tracer cette tangente le plus précisément
possible sur cette figure.

4. On considére un réel m et 'équation f( x )=mx d’inconnue x.

Par lecture graphique et sans justification, donner, suivant les valeurs du réel m, le nombre de solutions
de cette équation appartenant a I'intervalle ]1 ; 10].
Correction

1 L . , .
1.0na f =u—=,avec u( x ) =Inx, dérivable et qui ne s’annule pas sur |1; +oo[.Donc fest dérivable sur
u

]1; +oo[ en tant que différence de deux fonctions dérivables sur |1; +oo] .

1
f’:u'—(lJ :u'—%:u#% avec u’(x):l.Doncf'(X):l+ X 2:1 1+ ! 5
u u u X X (Inx)" X (Inx)

>0, c’est-a-dire f'(x)>0.fest strictement croissante sur |1 ;+oo] .

Comme x>1,£>0 et 1+ 5
X

(Inx)

lim(Inx)=0" d’ou lim =+, donc Iimlf (x)=-o (par somme des limites).
X—>.

x—1 xal( In x )
x>1 x>1 x>1
Fonction logarithme exercices corrigés 9 A. TOUATI
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lim (Inx)=+0 dot lim ——=0,donc lim f(x)=+w (parsomme des limites).
X—>+00 X4)+oo( In x) X—>+0

2.a. lim (f(x)=In x)= lim [—ijzo.Lescourbes (C) et (T') sont asymptotes en +oo.

X—>+00 X—>+00 In x
b. f(x)—lnx:—% ;or,pour Xx>1, Inx>0 ;donc f(x)-Inx<0, (C) estendessousde (I').

3. a. T, a pour équation y:f’(a)(x—a)+f(a):f'(a)x+(f(a)—af’(a)) ; Tq passe par l'origine du
repéresi 0=f'(a)x0+f(a)-af'(a)<f(a)-af'(a)=0.

b. g(x)=0 équivauta f(x)—xf'(x)=0 ;or f'(x):£[1+
X

] et f(x):lnx—%,soit:

(Inx)2

3 2
1(“ 1 JO@In 1 1 :OQ(Inx) —Inx—(lnx)—l_

1
|nX—I——X><— > R >
nx X (Inx) nx (Inx) (Inx)

Par conséquent les équations g(x)=0 et (In x )3 —(In x )2 —In x—1=0 ont les mémes solutions.

c. u’(t)=3t2—2t—1=(t—1)(3t+1). u'(t)=0 pour t appartenant a }—oo; —%}u[l; +oo[ et U'(t)<0

pour t appartenant a [ —% ; 1} .

X —00 —% 1 ~+00
u'(t) + 0 - 0 +
22 +00
/ 27
u
—w _2

Avant 1 le maximum de u est négatif ; apres 1, u passe de -2 a +o, on en déduit que la fonction u
s’annule une seule fois sur R.

d. T, passe par lorigine du repére si (Inx )3 —Inx—(Inx )2 —1=0, clest-a-dire si u(Inx)=0. Or la
question 3. c. prouve que cette équation n’admet qu’une solution, que I'on notera a,, sur R.

A Taide de la calculatrice, on trouve a, ~6,29 : il n’existe qu'une seule tangente a (C) passant par
l'origine du repére.
4. Par lecture graphique : résoudre f(x)=mx revient a chercher I'intersection entre (C) et les droites

f(10) .

passant par l'origine et de pente m ; on a donc pour 1< x<10 et m, = 10

-si m<m, I'équation f( x)=mx admet une seule solution ;
-si my 0,187 <m<f'( g )~0,2 I'’équation f(x)=mx admet deux solutions ;

-si m>f'('g ) 'équation f( x)=mx n’admet aucune solution.
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1. 11. Ln et exp+intégrale Polynésie 09/2008 6 pts
On consideére la fonction f définie sur R par f(x)=1In ( e +2e7* )

La courbe (C) représentative de la fonction f dans un repére orthogonal est donnée ci-dessous.

¥

A\ c

\\ /

-5 -4 1 -2 -1 0 1 2 A 4 5 A

Partie A - Etude de la fonction f
1. Montrer que, pour tout réel x, f(x)=x+In ( 1+2e ) .

Fonction logarithme exercices corrigés 11 A. TOUATI
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On admet que, pour tout réel x, f(x)=-x+In ( 2+e* ) .

2. Calculer lim f(x) et montrer que la droite (d) d'équation y = x est asymptote & (C).

X—>+0
Etudier la position relative de (C) et de (d).
3. Calculer lim f(x) et montrer que la droite (d") d'équation y=-x+In2 est asymptote a (C).

X—>—0
4. Etudier les variations de la fonction f. Montrer que le minimum de la fonction fest égal a gln 2.

5. Tracer les droites (d) et (d’) sur la figure.
Partie B - Encadrement d'une intégrale

On pose Isz[f(X)—X]dX.

1. Donner une interprétation géométrique de I.
2. Montrer que, pour tout X €[0;+o[, In(1+X)<X.

3
En déduire que 0< | SI 2¢ #*dx et donner un encadrement de I d'amplitude 0,02.
2

Correction
Partie A

1. f(x):ln(ex+2e‘x):In(ex(1+2e‘zx)):Ine"+ln(1+2e‘2"):x+ln(1+2e‘2x).

Remarque : si on met en facteur e ala place de ¢*,ona f(x)=—x+|n(2+e2x )
H _ 1 —2X | _ _ .

2, XILTmf(x)_XILerx+In(1+2e )_+oo+|n(1+2><0)—+oo,

lim f(x)—x= lim In(l+2e’2x ):In(1+2><0):0 : la droite (d) d'équation y = x est asymptote a (C).

X—>+00 X—>+00

3. lim f(x)= lim —X+|n(2+62X)=+oO+|n(2+0)=+oo;

X—>—00 X—>—00

lim f(x)+x= lim In(2+€* )=In2= lim f(x)-(-x+IN2)=0: la droite (d) y=-x+In2 est

X—>—0 X—>—a0 X—>—0
asymptote a (C).
gt —2¢7% 1
4. f'(x)=x—2_X s T'(x)20 e 226 < 22<:>2x2|n2<:>x2§In2.
e +2e

f("‘;j:m[eﬁ'“ +2e§'”2J: nf ()" ra(e )" Join(21 1227 <in(2x2"% ) =in 22 ).

Partie B - Encadrement d'une intégrale
1. I représente l'aire comprise entre (C), la droite (y=x), les droites x=2 et x=3.

2. In(l+X)SX:In(1+Ze_2X)SZe‘ZX car 2¢?* >0. Par ailleurs on a f(x)=x=120.

3 3 3 3

I =I [f(x)—x]dx =J. In(1+2e‘2X )dx SJ. 262X dx =[£e‘2X } =-6%+e%%0,015; 0,01 est une
2 2 2 - 9

estimation de I d'amplitude 0,02.

1. 12. Sommes partielles série harmonique, N. Calédonie 2007

7 points
S1 1 1 1
Soit (u,) la suite définie sur [l * par u, = =t +—.
() par gk n n+l 2n
PARTIE A
1. Montrer que pour toutnde ! *, u,,;, —u, = —3n-2
' M T h(2n+2)(2n+1)

2. En déduire le sens de variation de la suite (uy).
3. Etablir alors que (u,) est une suite convergente.
L’objectif de la partie B est de déterminer la valeur de la limite de la suite (u,,).

PARTIE B
. . P ”e 1 X
Soit fla fonction définie sur I'intervalle Jo ; +oo[par: f(x)==+In ( i1 j .
X X+
1 n+1 1 1
1. a. Justifier pour tout entier naturel n non nul I'encadrement : — < J. —dx <=,
n+1 n X n
Fonction logarithme exercices corrigés 12 A. TOUATI
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n+1

b. Vérifier que J' Lax=1_t(n).
n X n

c. En déduire que pour tout entier naturel nnonnul, 0<f(n)<

2. On considere la suite (S,) définie sur [/ * par
k=2n

1

n(n+1)’

1 1 1
% :kzn:k(ku):n(n+1)+(n+1)(n+2)+

a. Montrer que pour tout entier naturel n nonnul, 0<f(n)+f(n+1)+..+f(2n)<S,.

1

.
2n(2n+1)

b. Déterminer les réels a et b tels que pour tout réel x distinct de —1 et de 0, on ait

1 a b

x(x+1) x x+1°

n+1

c. En déduire I'égalité S, = ———.
8 " n(2n+1)

d. En utilisant les questions précédentes, déterminer alors la limite quand n tend vers +oo de

k=2n

Zf f(n)+f(n+1)+..+f(2n).

e. Vérifier que pour tout entiern > 1, f(n)+f(n+1)+..+f(2n)=u, —In(2+lj.
n

f. Déterminer la limite de la suite (u,).

Correction
k=2n1 1
U, = =Ty
K n n+1
k=n
PARTIE A
( 1 1 1 1 j (
1l.Uy—U=| —+.+—+——+—— |—| =+ ——+
n+1 2n 2n+1 2n+2 n n+l
u -3n-2

-U, = .
M T n(2n+2)(2n+1)
2. La suite (u,) est décroissante puisque —3n—2<0.

1

+_
2n

j 1
= +
2n+1

_1 1
2n+2 n

5

d’ou

3. La suite est positive puisque somme de termes positifs ; elle est décroissante et minorée, elle converge

bien.
PARTIE B
n+1
1.a.n£xsn+1®isls£:>ig ldx<l
n+l X n +1 n X n

b-[ —dx [Inx]™ =In(n+1)~Inn= In(n;rlj,

3

par ailleurs l—f( n)= 1—E—I (L]:In(n—ﬂj car InE:—InE.
n n n n+1 n b a
n+1 1
c.Comme—SJ. —dx<=,ona:
n+1 n X n
i<l—f( )sl@i—lS—f(n)SOQOSf(n)SE—L:;
n+l n n n+l n n n+l n(n+1
2. a. Comme
1
0<f(n)s————,
(n) n(n+1)
1
0<f(n+l)s———,
( ) (n+1)(n+2)
1
o<f(2n)s ———,
(2n) 2n(2n+1)
on somme toutes ces inégalités et on obtient :
1 1 1
O<f(n)+f(n+1)+..+f(2n)< =
(M f(ned) s TN < S ) (ne2) ™ an(2n+1)
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b. On a déja le résultat au 1.c. : 1t !

n n+l n(n+l)”

k=2n
c. On remplace donc dans S, = E t 1t ¢ + t ! +...+i— t 1 1 car
k(k+1) n n+l1 n+1 n+2 2n 2n+1 n 2n+1

. PRI SATe s 1 1 2n+1-n n+1
tous les termes intermédiaires s’éliminent ; S, == — = = .
n 2n+1 n(2n+1) n(2n+1)

d. S, tend vers 0 en +x ; grace aux « gendarmes » f(n)+f(n+1)+..+f(2n) tend également vers o.

11 1 1
e. U, = ==
k n n+1 2n
k=n
f(n)+f(n+1)+...+f(2n)=£+ln( n j+ L +In(n+1j+...+i+ln( 2n )
n n+1 n+1 n+2 2n 2n+1

1 1 1 ( n J(n+1j ( 2n )
=—+—+..+—+In
n n+l 2n n+1/\n+2 2n+1

=U,+In
2n+

n }:un—In[2n+l}:un—ln[2+l}.
1 n n

Les logarithmes se simplifient car tous les termes du produit a I'intérieur du crochet s’éliminent.

f. On sait déja que f(n)+f(n+1)+..+f(2n) tend vers 0 ; le logaritheme tend vers In2 donc u, tend
vers In2.

1. 13. Fonction+aire+suite, Liban 2006

7 points

Partie A : étude d'une fonction

Soit f1a fonction définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par fix) = x In(x +1).

Sa courbe représentative (C) dans un repere orthogonal (O ; U, V) est donnée ci-dessous.

5

¥
4 7
3
2 e
1 /

/ )
0

0 1 2 3

1. a. Montrer que la fonction f est strictement croissante sur I'intervalle [0 ; +oo] .

b. L’axe des abscisses est-il tangent a la courbe (C) au point O ?
1 2

X
2. On pose | :I ——dx.
0 X+1
G c
a. Déterminer trois réels a, b et c tels que, pour tout x#-1, — =ax+b+——.

X+1 X+1
b. Calculer I.
3. A T'aide d’une intégration par parties et du résultat obtenu a la question 2, calculer, en unités d’aires,
laire A de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites d’équations x = 0, x =1 et y = 0.
4. Montrer que I'équation f(x) = 0,25 admet une seule solution sur l'intervalle [0 ; 1]. On note « cette
solution. Donner un encadrement de ¢ d’amplitude 10-2.
Partie B : étude d’une suite
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1
La suite (un) est définie sur [ par u, = I x"In(x+1)dx.
0

1. Déterminer le sens de variation de la suite (u,). La suite (u,) converge-t-elle ?
. . In2 L s . .
2. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, 0 <u, < 1 En déduire la limite de la suite (u,).
n+

Correction
Partie A : étude d’'une fonction

Soit fla fonction définie sur I'intervalle [0 ;+oo| par f{x) = x In(x +1).

1. a. f'(x):ln(1+x)+ﬁ ;sur [0;+oo[ les deux termes In(1+x) et % sont positifs donc f est
+ +X

croissante sur cet intervalle.
b. La tangente en O a pour équation y=(In1+0)(x—0)+0=0 donc 'axe des abscisses est tangent a (C)

au point O.
x> x*-1 1 1
2.a. = + =X-1+——.
x+1 x+1 x+1 X+1
1 2 1 1
b. I=I X—dx=I x—1+idx=[1x2—x+ln|x+1|J - Linmo.
0 Xx+1 0 x+1 2 0 2

1

1 1
3.I xln(1+x)dx:[llen(1+x)} —J EICE PV NP SIS
0 2 o 402 1+x 2 2 4

4. La fonction f est continue, monotone strictement croissante et donc bijective de f(0)=0 vers
f(1)=In2~0,69 ; comme 0,25€[0;In2], 0,25 a un unique antécédent dans [0 ; 1]. On obtient
X fx)

0,56020942 | 0,24919239
0,56544503 | 0,25341558

d’out ¢ =~0,56.
Partie B : étude d’une suite

1 1 1
1. un+1—un:J-Ox”*lln(x+l)dx—J‘0x”In(x+l)dx:jox”(x—l)ln(x+l)dx; comme (x-1) est

négatif et que les autres termes sont posititfs sur [0 ; 1], 'intégrale est négative et (u,) est décroissante.
Par ailleurs il est évident que (u,) est positive donc (u,) décroissante, minorée par 0 converge.

1 1 1
2.0na In(x+1)<In2 sur [0 ;1] donc Un:I X" In(x+1)dx£j x"In 2dx:In2{ix”*l} _In2
0 0 n+1 o Nn+1

. In2 In2 NETR .
On adoncbien 0<u, < % Comme ) tend vers o a I'infini, la suite converge vers o.
n+ n+

1. 14. Logarithme+ expo+ acc finis
Partie A

Le but de cette partie est d'étudier la fonction f définie sur Jo ; +wo [ par
2Inx

f(x)=x+

(C) est la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O ;1i,]) (unité graphique : 1 cm).

1. Etude de la fonction auxiliaire g définie sur Jo ; +oo [ par g(x)=x?+2+2Inx.

a. Etudier le sens de variation de g et calculer g(1).

b. En déduire le signe de g(x) pour tout xde Jo ; +oo[.

2. a. Calculer les limites de fen 0 et en +oo.

b. Etudier les variations de fet dresser son tableau de variations.

¢. Montrer que la droite A d'équation y = x est asymptote a (C) et étudier la position de (C) par rapport

o

d. Déterminer les coordonnées du point A de (C) sachant que (C) admet en A une tangente T paralléle &
A.

e. Tracer (C), A et T dans le repére (O ;i,]).

3. Calculer, en cmz2, 1'aire du domaine plan limité par A, la courbe (C) et les droites d'équations x = 1 et
x=e.

4. Montrer que 1'équation f{x) = 0 admet une solution unique x,. Prouver que % <xp <L

Partie B
Le but de cette partie est de déterminer une valeur approchée de x,.
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2

On désigne par h la fonction définie sur Jo ; +oo [ par h(x) = e 2.
1. Montrer que x, est l'unique solution de 1'équation h(x) = x.

2. On note I l'intervalle [% ; 1} . Montrer que, pour tout x appartenant a I, h(x) appartient aussi a I.

3. a. Calculer la dérivée h” de h et la dérivée seconde h'" de h.

b. Etudier les variations de h” sur L.
1

c. En déduire que, pour tout x de I, on a | h'(x)| < e2.
4. On considere la suite définie par uo = 1 et un +; = h(u,) pour tout entier naturel nde [ .

. 1
a. Montrer par récurrence que, pour tout nde [ : > <u, <1.

b En utilisant 1'inégalité des accroissements finis, montrer que, pour tout n de O :
~1/2
|Upg —a|<€% Uy~
1
c. En déduire que, pour tout nde [ : |u, =X, | < ¢ 2
-n

, . . . . oo o )
5. a. Déterminer le plus petit entier naturel n, tel que, pour tout entier n > ny, on ait : Ee <107

b. Montrer que : |uno —Xo | <107. Que représente u,, relativement a xo ? Calculer u, & 1072 prés par

défaut.
Correction
Partie A
1.a. g'(xX)=2x——= Ae-D) z(x -D(x+1).
X X X
X —00 -1 (0] 1 +00
g ) - 0 +

- 0] +
gx) \ 3 /
g1)=12+2-2x0=3.

b. 3 est un minimum de la fonction g sur Jo ; +oo [ donc la fonction g est positive quel que soit x.

1

In x In x In~

2.a. lim f(x)= lim (x+5—2) = lim x+2 lim — =—0 car lim —= = lim —X = lim (=X In X) = —o.
x—0* x—0* X x—0T x—0t X x—0T X X0 i X0

X

2In x

2In x \ . Inx . Inx
)= lim x+2 lim — =+o0 car lim — =0.
X—>+00 X—>40 X X—>+0 X

lim f(x)= lim (x+
X—>+00 X—>+00

2><£><x—2|n xx1

242 X
b. f'(x)=1+—2% - _ X2 22 Inx_ g(z) du signe de g(x), c’est a dire positif !
X X X
fest donc strictement croissante sur ]Jo ; +o [.
b (0] 400
S0 +
+o0
fx)
—0o0

2In x . . . N
=0", donc la droite d’équation y = x est asymptote a la courbe. Lorsque x <

c. lim (f(x)—x)= lim
X—>+00 X—>+00

11a courbe est en dessous de A, lorsque x > 1, la courbe est au-dessus.

d. (C) admet en A une tangente de coefficient directeur 1 ssi f'(x,)=1 :

X
f'(xA)zlc%zle Xa2+2-2InX, =X42 = 2-2Inx, =0=2InXx, =2 Inx, =1 x, =€
A
2Ine 2
f(xy)=f(6)=e+—=e+=~3,45.
e €
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Ay

15 +
10 1
5 +
8 : : : : >
( / 4 8 12 16
Ay
6 4
3 4
: 0 : : : >
2 4 6
e €ln x 1 foa s
3. Il faut calculer I (f(x)=x)dx =2 J ——dx ; or — estla dérivée de In x, donc on a quelque chose de la
1 1 X X

. Py 1, [°® ¢In x 1 »1° 1
forme u'.u dont une primitive est Eu :I (f(x)—x)dx:ZI —dx=2 E(In )| =2 5_0 =1.
1 1 X 1

4. La fonction f est continue, strictement croissante, sur Jo ; 4w [, ¢’est donc une bijection de ]o ; +oo [
sur [J . Il existe bien une valeur x, appartenant a Jo ; +oo [ telle que flx,) = 0.

2

1

2In=

f[1j=1+ 2=1—4In2<0 et f(1):l+m:1>0donc 1SXogl.
2 1 2 1 2
2

1. 15. Logarithme+primitive
L'objet de ce probleme est d'étudier une fonction a I'aide d'une fonction auxiliaire et d’en déterminer
une primitive.
Partie A

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]-1 ; 4o [ par : f(x)= Ll =2In(x+1).
X+

1. Calculer f(x), étudier son signe et en déduire le tableau de variation de la fonction f.
2. Calculer f{0). Montrer que 1'équation f{x) = 0 admet exactement deux solutions dont 1'une, que 1'on
désigne par « , appartient a [-0,72 ; —0,71].
3. Donner le signe de f{x), pour x appartenant a ]—1 ; +oo [.
Partie B
. . P , In(x+1)
Soit g la fonction définie sur I'ensemble D = ]-1; 0[ U Jo ; +oo [ par: g(x)= —
1. Etude de g aux bornes de son ensemble de définition.
a. Calculer les limites de g(x) quand x tend vers o par valeurs inférieures et quand x tend vers o par
valeurs supérieures.
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b. Calculer lim g(x) et lim g(x).
x—-1 X—>+0
x>-1
2. Sens de variation de g
a. Calculer g ’(x) et déduire, a 1'aide de la partie A, son signe.

b. Montrer que ¢(a)= ﬁ . En déduire une valeur approchée de g(«) en prenant « ~-0,715.
ala+
3. Tableau et représentation graphique de g.
a. Dresser le tableau de variation de la fonction g.
b. Représenter graphiquement la fonction g dans le plan rapporté a un repere orthonormal (unité
graphique 2 cm).
4. Calcul d’'une primitive de g :
In(x+1) 1
X2 X(x+1)
a. Déterminer des fonctions u et v telles que I'on puisse écrire h(x) = u'(x).v(x)+u(x).v'(x) et en déduire
une primitive de h.

Soit h la fonction définie sur D par : h(x) =

N e oaps 1 1 1 , . e
b. Apres avoir vérifié que ==- , déterminer une primitive de .
X(x+1) x x+1 X(x+1)
c¢. Déduire des questions précédentes, une primitive de g.
Correction
Partie A

f(X) = —— —2In(x+1), Dy=1-1;4o0[.
X+1

1. f est dérivable comme somme de fonctions dérivables : en effet, u: x+ - est dérivable sur Dy et
X+

V:XH> X+1=y+>-2Iny est dérivable sur Dy.
f,(X):x+1—x_2 1 :1—2(x+1):—2x—1.
(x+1)2 X+1 (x+1)2 (x+1)2

2. f‘(x)20©—2x—120c>xs—%.

1
x |-1 w5 +00
f) + 0 -

0 ) / fl-1/2) \_Oo

lim f(x) = lim XZ20FDINHD o lim XIn X =0
X——1 x——1 x+1 X—0
x>1 x>1

lim L—zln(x+1)=—oo car lim —X =1let lim —2In(x+1)=—o
+0 X 4+1 Xx—+0 X +1 X—>+00

f(- 1/2)—%—2InE=—1+2In2z0,39,ﬂ0) —o.

3.f est continue et strictement croissante sur l'intervalle ]-1; —1/2[ et flx) change de signe sur cet
intervalle ; il existe donc un nombre « de J-1; —1/2[ tel que f(a)=0.

f(~0,71) ~ 0,027 et f(-0,72)~—-0,025 donc —0,72 <a <—0,71.

Signe de f{x) :
X | -1 a [0} +00
fx) - o| + |o| -
Partie B
In(x+l)
o(x) = ,D=]-1;0[U]o;+o[.
. . In(x+1) 1 . In(x+1 1
1. a. lim g(x) =lim gx—z—oo car |Im¥=l et lim==—-x.
x—0 x—0 X X x—0 X x—0 X
x<0 x<0 x<0
In(x+1) 1
De méme I|m o(x) = gx—:-i-oo.
xa X X
x>0 x>0
In(x+1) x+1 . InX .o x+1
b. I|m g(x)——oo et I|m g(x)= lim ( ) =0 car lim — =0 et lim =0.
x—>+0 (X+1) X2 X—+0 X X—>+o0 X2
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X
xX2—In(x+1)x2x ——=2In(x+1)
2.a. g'(x)=X+ —Xx+1 _f

X4 3 3

X X
x -1 a 0 +00
fx) - o) + 0 -
X3 — - +
g'(x) + o - -
b. g(oz):M ; or on sait que f(«)=0 donc L—Zln(oﬁl):o < In(a+1) = A
2 a+l 2a+1)
On déduit que g(a)= Infe+l) __« ><i __ ~-2,455.
a? 2Aa+1) a? 2o0(a+l)
X -1 a (0] +00
g’ ) + 0 - -
g(x) / \ ~+00
—0 —o0 \
0
5 AV
4 1+
3 +
o
1 +
15 o 0.5 7 0.5 | 15 2
,1 +4
24
-3 +
-4 4+
-5 4+
4.a. h(x)= In(x+)__ 1 . u=In(x+1), u':i, v‘:i, v:—1:>h:uv‘+u'v.
X2 X(x+1) x+1 X2 X
La fonction uv = _In(x+1) est une primitive de h.
X

1 1 (x+D)-x_ 1
T x o ox+1 0 x(x+1)  x(x+1)

donc la fonction In(x)—In(x+1) est une primitive de .
X(x+1)

" _In(x+1)

c. Une primitive de la fonction g(x)= +Inx—-In(x+1).

h(X)+ ———

In(x+1) _

1. 16. Logarithme
On consideére la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; +oo [ par:

f(x)=x|n(1+i2j si x>0 et f(0)=0.
X

On note (C ) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O o, ]) (unité graphique : 5

cm).
Le but du probléme est d'étudier certaines propriétés de la fonction f .

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire
2

x2+1"

On considere la fonction g définie sur l'intervalle Jo ; +oo [ par: g(x)=1In (1 + iz ) -
X
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2(x2-1)

x(x2+1)2

2. Etudier le signe de g'(x) selon les valeurs de x. Déterminer la limite de g en +oo . Déterminer la limite
degeno.

3. Dresser le tableau des variations de g.

4. En déduire qu'il existe un unique nombre réel « >0 tel que g(a)=0. Vérifier que 0,5<a <0,6.

1. Calculer la dérivée g ' de g. Montrer que pour tout xde Jo ; +wo [, g'(x)=

Déduire des questions précédentes le signe de g(x) sur l'intervalle Jo ; +oo [.
On ne demande pas de construire la courbe représentative de la fonction g.

Partie B : Etude de la fonction f

.. 1
1. a. Calculer la limite quand x tend vers +oo de xf(x) (on pourra poser X = = ).

b. En déduire que f{x) tend vers 0 quand x tend vers +o. Montrer que pour tout x de Jo ; + [, on a
f'(x) = g(x) . Dresser le tableau de variations de fsur Jo ; +oo[.

2. Etudedefen o

1 .
a. Montrer que x In(1+—2) tend vers 0 quand x tend vers 0 par valeurs suprieures. Que peut-on en
X

conclure ?
b. Etudier la dérivabilité de f en o.

c. Préciser la tangente a la courbe de f au point O.

3. Donner I’équation de la tangente au point d’abscisse 1.
4. Donner I'allure de (C).

Correction

1. a. g est dérivable comme somme de fonctions dérivables. En effet, In (1+—2jest dérivable comme
X

composée de fonctions dérivables, de méme que —

x2+1"
2X -2
x* 2 —2( x2+1)+4x2 2_
goo=—Xb 22X ¢ A 2 Ax  2(erl)ede 20e-l)
1+ L (es1)? X4l (eq) x(x2+1)  (x2+1) (x2+1) (x2+1)
X2 X2

b. Le signe de g'(x) est celui de x* =1=(x—1)(x+1). Comme g'est définiesur 1", ,ona:
sio < x<1,g'(x)est négatif ;
six > 1, g'(x) est positif.

. . . .1 . .
2. lim g(x)= lim In(1+ij— lim 2 ; lim —=0 donc lim In(1+ijzln1=0 et lim =0
X—>+00 X—>+00 X2 Xx—=+0 X241 ~ x>0 X X—>+00 NG Xx—>+0 X2+ 1
donc lim g(x)=0
X—>+00
. ¢ 1 . 2 .1 . 1 .
3. limgx)=IlimIn| 1+—= |—Ilim ;  lim—==+0wdonc IlimIn|1+= |= lim InX =400 avec
x—0 x—0 X2 x—0 X2 +1 x—0 X2 x—0 X2 X —>+00
1 . 2 .
X=1+— et lim =2 donc lim g(x)=+o.
X2 x—0 X2+1 x—0
4. a.
X 0 1 +00
g'(x) - 0 +
” \ / >0
X
€3 o3
1 2
D=In(1+=)- =In2-1~-0,3.
oD =In(L+ )~

4.b. La fonction est continue et dérivable sur ]o ; 1], de plus elle est strictement décroissante sur cet
intervalle en changeant de signe, donc il existe une valeur « >0 telle que g()=0.

On a ¢0,5)~0,009438 et (0,6)~-0,141452 donc ¢(0,5)>0=g(a)> ¢(0,6) et comme g est

décroissante,
0,5< a <0,6.

5. Pour 0 < x < &, alors g(x) est positif ; pour x > « alors g(x) est négatif.
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\
|
41
|
|
|
3
\
\
-1 2 3 4
A4
1
In(1+j
2
L.a. lim xf(x)= lim len(l+i2J= lim X 2~ lim In(1+X):1 (cours).
X—>+00 X—>+00 X X—>+00 X—0
x2
. . .1
b. lim xf(x)=1< lim f(x)= lim ==0.
X—>+00 X—>+00 X—>+00 X
2X 2
1 T4 .3
2. f(x)=x|n(1+—),f'(x)=1.|n(1+i)+x. X :ln(1+i)+x X =|n(1+i)— =g(x)
X2 X2 141 X2 2+1 X2 x2+1
+; X2
X (0] a ~+00
S + 0 -

S

. 1 . X2+1 .
3.a. limxIn| 1+= |=lim xIn =lim (xIn(x2+1)—xInx?),
x—0 X2 x—(>)0 x—0
X>

x>0 x>0
lim xIn(x2+1)=0 car limIn(x2+1)=In1=0.
x—0 x—0
x>0 x>0
1
-1 2In =
. . 2lnx . 2Inx . X . 2InX 1
lim—xInx2=1lim- =lim+ =lim = lim =0 avec X =—.
x—0 x—0 1 x—0 1 x—0 1 X—+00 X
x>0 x>0 ; x>0 x>0

Conclusion : lim xIn (1+ij =0.
x—(>)0 NG
X>

b. fdérivable en o si et seulement si la limite de son taux d'accroissement est finie.
lim f(x)—f(0) f(x)

. . 1
=lim—==IlimIn| 1+ — |=+w0
x>0 X—-0 x—0 X x—0 X2

La fonction n'est donc pas dérivable en o.

c. La tangente en O a f est verticale. Son équation est x = 0.

4. La tangente au point d'abscisse 1 a pour équation y=f'(1)(x-1)+f(1): f()=1In(1+ 1—12) =In2,

f'=9g)=In2-1 dou y=(In2-)(x-D+INn2<=y=(>In2-1)x+1.
5.
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Remarque :

On a vu dans la partie A que g'(1) = 0, or g'(1) =f"(1), c'est-a-dire la dérivée seconde de fen 1 : la courbe
admet un point d'inflexion pour x = 1.

1. 17. Logarithme+ asymptote+primitives

Soit la fonction définie sur l'intervalle I = ]4 ;+oo[ par : f(X):—2x+5+3InX—+i et (C) sa courbe

représentative dans le repére orthonormal (O ; i, j), unité graphique : 1 cm.

1. Etude def

a. Etudier les limites de la fonction faux bornes de I.

b. Montrer que sur I, f " (x) est strictement négatif et dresser le tableau de variation de f.

¢. Montrer que la droite (D) d'équation y = — 2x + 5 est une asymptote a (C). Préciser la position de (C)
par rapport a (D).

2. Tracer la courbe (C) et la droite (D) dans le repére (O ; 1, ]).

3. Déterminer les coordonnées du point de (C) ot la tangente A a un coefficient directeur égal a — 7

Donner une équation de A et la tracer dans le repére (O ;1,]).

4. Calcul d'aire

a. Déterminer, a 'aide d'une intégration par parties, les primitives sur Jo ; +oo [ de la fonction x — 1n x.
b. Montrer que la fonction G : x — (x + 1) In (x + 1) — x est une primitive de la fonction g : x - In (x + 1)
sur I.

¢. Montrer que la fonction H : x —» (x — 4) In (x — 4) — x est une primitive de la fonction h : x — In (x — 4)
sur I.

d. Déduire des questions précédentes le calcul de I'aire A du domaine plan délimité par la courbe (C), la
droite (D) et les droites d'équations respectives x =5 et x = 6.

On donnera la valeur exacte de A puis une valeur approchée a 10 2 preés.

5. Intersection de (C) et de I'axe des abscisses

a. Montrer que 1'équation f{x) = 0 admet dans I une unique solution, notée x,.

b. Déterminer graphiquement un encadrement de x, d'amplitude 0,5.

c. A T'aide de la calculatrice, déterminer un encadrement de x, d'amplitude 10~ 2. On explicitera la
méthode employée.

Correction

x+1 - X+1
1. a. Lorsque x tend vers 4, 2 tend vers +oo ainsi que In 2 donc ftend vers +o.
X X—

x+1 X+1
Lorsque x tend vers -+, - tend vers 1, In—— tend vers 0, —2x+5 tend vers —o donc f tend vers

X— X—
0.

b. f'(x):—2+3[ln%] = 2+3[In(x+1)—In(x—4)] =—2+3[

11 }_ —2(x+1)(x—4)—15
Xx+1 x-—4 (x+1)(x-4)
Lorsque x > 4, x+1 est positif, x—4 est positif donc le numérateur est négatif et le dénominateur est
positif. Moralité, f est négative.

X+1 .
c. f(X)—(-2x+5)=1In - ; nous avons dit que ce terme tend vers o lorsque x tend vers 4+« donc la
X —

. R 1
droite (D) est une asymptote a (C). Lorsque x > 4, % >0 donc (C) est au-dessus de (D).
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1 N o 1
2.a2.0npose u=Inx,v'=1=u'==,v=x d’ol une primitive de In x est xIn x—J =xdx=xInx-x.
X X

b. On dérive G : G'(x):1.In(x+1)+(x+1)i1—1: In(x+1).

c. Exactement pareil. ”

¢. On cherche A= Jef(x)—(—2x+5)dx _ IG In(x+1)— In(4— x)dx =[G(6) - G(5)]-[H(6)— H(5)] ;
G(6)—G(5)=7In7—%—6ln6+5=7In7—65ln6—1,

H(6)— H(5)=2In2—6—1In1+5=2In2-1,

etlerésultat A=7In7-6In6-2In2~1,48U.

1. 18. Fonction inconnue
Partie A

Soit la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par: f(x)=ax+(bx+c)Inx aveca, b et c des réels. La courbe (C) de

fest donnée ci-dessous.
2

15

0,5 \

0,5

Al \
|l \
N \

En utilisant ce graphique et en sachant que f(2)=2-3In2, justifier quel'ona a=c=1 et b=-2.
Partie B

On consideére alors la fonction g définie sur |0 ;+oo| par: g(x)=x+(1-2x)Inx.

1. a. Déterminer la limite de g en o.

b. Déterminer la limite de g en +oo.
2. a. Déterminer la fonction dérivée de g.

b. Etudier, pour x dans ]0;+oo[, le signe de —2Inx et celui de 1=x . En déduire le signe de g'(x) et les
X

variations de g.
3. Dresser le tableau complet des variations de g.
4. Soit la droite A d’équation y=x.

a. Résoudre dans [ TI’équation (1-2x)In x=0 et donner une interprétation graphique des solutions.

b. Etudier la position de la courbe représentative de g par rapporta A.

Correction

Partie A

f(2)=2-3In2=2a+(2b+¢)In2=2-3In2 ; par ailleurs la dérivée s’annuleen 1 et f{1) = 1:

bx+c

f1(x) = a+bln x+ :a+0+b%°=o@a+b+c=o . fl)=a+0=a=1.
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Onadonc 2+(2b+0In2=2-3In2<«2b+c=-3 ;avec 1+b+c=0 ontire c=1 et b=-2.

Partie B
1. a. En 0, In x tend vers —wo, donc g tend vers —o .

b. Mettons x en facteur : g(x)= x{1+(1—2)ln x} — 40[1+(0—-2)+00 | =—o0.
X

1-2x  x-2xInx+1-2x 1-x-2xInx
X X )

2.a. g'(x)=1-2Inx+

) N 1-x . .. e s o2
b. —2lnx change de signe en 1, de méme que —— puisque x est positif. La dérivée est constituée de
X

deux morceaux qui changent de signe au méme endroit : avant 1 elle est positive, apres 1 elle est

négative.
3.
X 0 1 +00
g'(x) + 0 —
g(x) 1
. / \ _OO
1-2x=0 1

4.a. (1-2X)Inx=0< { <o X= > ou x =1 :la courbe coupe la droite A en ces deux points.

Inx=0
b. g(x)—x=(1-2x)In x est positif sur {% ; 1} : Cau-dessus de A ; sinon C est en dessous de A.

1. 19. Une fonction assez simple
On considere la fonction f définie sur U *, par :

In x + xe
f(x)=—2
X

On note (C) la courbe représentative de fdans un repere (O ; U, V), unité graphique 2 cm.

Partie A : Etude d’'une fonction auxiliaire

On considere la fonction g définie sur [0 *, par: g(x) = —2ln x — xe + 1.

1. Déterminer les limites de g en 0 et en +oo.

2. Etudier le sens de variation de g.

3. Montrer que dans [0,5 ; 1] I’équation g(x) = 0 admet une solution unique « dont on déterminera une
valeur approchée a 102 pres.

4. En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B : Etude de la fonction f
1. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
2. Etudier le sens de variation de f.

l+a

202

e s N
3. Montrer que f(a)= et en donner une valeur approchée a 10-* pres.

4. Donner le tableau de variation de f.
5. Tracer (C).

Correction
A. 1. lim g(x)= lim (-2Inx—xe+1)=-2 lim Inx—e lim x+1=—0,
X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00

lim g(x) =lim (-2In x—xe+1)=-2lim In x—elim x+1=+o.
x—0 x—0 x—0 x—0

—2—eX

1 . . . .
2. g'(X)=-2x=—e= du signe de — 2 —ex; — 2 —ex > 0 < x < —2/e ce qui est impossible
X

puisque x est positif. La fonction g’ est donc négative quel que soit x positif. Donc la fonction g est
strictement décroissante sur [J ..

3.9(0,5) = 1,027 et g(1) =~ — 1,718 (a la calculatrice). La fonction g est continue, strictement
décroissante, et change de signe sur l'intervalle [0,5 ; 1] donc il existe une valeur unique « de cet
intervalle telle que g( @ ) = 0. A la calculatrice : « = 0,67 .

4. On en déduit que, quel que soit x < @ on a g(x) positif, et x > « , g(x) négatif.

. . Inx+xe . Inx . e . dnx . 1 . Inx . e
B.1. lim f(x)= lim ————= lim —+ lim ==0 car lim — lim =x lim —=0 et lim —=0.

X—>+00 X—>+00 X2 X—+0 X2 x—+0 X X—=+0 X2 X—+40 X X—o40 X X—+0 X

In x
‘e In x te

. . Inx+xe . X X
lim f(x)=lim =lim =lim =—o0
x—0 x—>0 X2 x—0 X2 x=0 X
x>0 x>0 x>0 x>0
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2. fest dérivable sur son domaine de définition.

Inx+xe Inx e

— ' _ X
= = T T e

X X

e In xx2
Zxx2—In xx2x e x—2xInx—ex2 1-2Inx—ex g(x)

f~ est donc du signe de g car x3 est strictement positif sur 0 ..
Par conséquent, f’ est positive quel que soit x inférieur a « et négative ailleurs et donc f croissante

sur Jo; « [ et décroissante sur o ; 4o [.

X4

X

3

3.0n sait que g(a) = 0 cest-a-dire que 1 — 2lna— ea= 0 ou encore

1-ex

" tex
Ina+ l+ae
a? a? 202
X (0] 24 —+00
o) |l + 0 -
S0 fa)
|| —o0 0
5%
4=\
3%\
21\
1+ \
1 1
1 2
1+
2+
3+
4+
5+
Courbe de g
51
4
7:7 %/‘\%
3 E // a \\\\
2+ T~
1 | \\\
1 -
! f \“‘ f |
o 1 2
A+
] |
2+ “
1 |
3+ |
-4+ “
51 |
Courbe de f
1. 20. Logarithmes
7 points
Partie A

On considére la fonction g définie sur Jo ; +oo [ par g(x)=-2x*-1+Inx.

1. Calculer g'( x) pour tout x de Jo ; +o [. Etudier son signe sur ]Jo ; +o [.

X3

l-ex .
Ina:T, soit
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2. Dresser le tableau de variations de g sur Jo ; 4+ [. (On ne demande pas les limites de g aux bornes de
son ensemble de définition).

3. En déduire que pour tout x de Jo ; +wo [, g(x) < 0.

Partie B

Soit f1a fonction définie sur Jo ; +oo [ par f(x)= —x+1—%|n—x .
X

On désigne par C sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthogonal (O ;i,j) d’unités

graphiques 2 cm sur I’axe des abscisses et 1 cm sur 'axe des ordonnées.

1. a. Calculer la limite de fen 0. Interpréter graphiquement ce résultat.

b. Calculer la limite de fen +oo.

c. Démontrer que la droite A d’équation y =-x+1 est asymptote a la courbe C.
d. Etudier la position relative de C et A sur Jo ; +oo[.

2. a. Calculer f'(x) pour toutx > 0.

9(x)

b. Vérifier que pour tout xde Jo ; +oo[, f'(x)= >
X

c¢. Déduire de la partie A. le tableau de variations de fsur Jo ; +o [.
d. Calculer f{1). En déduire le signe de f'sur Jo ; +o [.

3. Dans le plan muni du repére (O ;1i, j), tracer la droite A et la courbe C.

Partie C (version 1)

1. Vérifier que la fonction F définie sur Jo ; +oo [ par F(x)= —% X2 +X —%( In x )2 est une primitive de f.

e
2. Calculer 'intégrale | = I f(x)dx (on donnera la valeur exacte).
1

3. a. Hachurer sur le graphique la partie E du plan limitée par la courbe C, I'axe des abscisses et les
droites d’équations x =1 et x = e.

b. Déduire de la question 2. de la partie C. la valeur exacte de I'aire S de E en ¢cm?2, puis en donner la
valeur arrondie en cm2, au mm? pres.

Partie C (version 2)

1. Démontrer qu’il existe une unique tangente a C paralléle a A, préciser les coordonnées du point de
contact J et 'équation de cette tangente T. Tracer T dans le repére précédent.

2. Soit x un réel supérieur ou égal a 1. M et N sont les points d’abscisse x situés respectivement sur C et
sur A.

a. Préciser, en fonction de x, la valeur de la distance MN.

b. Etudier sur [1; +o [ les variations de la fonction h définie sur [1; +oo [ par h(x)= %In_x .
X

c¢. Déduire des questions précédentes que la distance MN est maximale lorsque M est en J et préciser la
valeur de cette distance maximale.

Correction

Partie A

1 1-4x% (1-2x)(1+2x)

1. g(x)=-2x>-1+Inx, g'(x):—4x+;: . Sur Jo ; +oo[ seul le terme 1-2x

X
change de signe : positif avant 1/2, négatif apres 1/2.
2,
X 0 1/2 +00
g |  + -
3 In2
g(x)

3. Le maximum de g est —g—lnz donc g(x)< g(%):—g—ln2<0.

Partie B
linx Inx 1 1 )
1. a. f(x)=—x+l—§— : —==Inx;oreno Inx tend vers —o et — tend vers +w . Conclusion, f
X X X X
tend vers +o quand x tend vers 0 ; la droite x = 0 est asymptote de C.

. In x
b. On sait que — tend vers 0 quand x tend vers +oo donc ftend vers —oo car —x+1 tend vers —wo.
X
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1inx linx .
c. f(x)—(-x+1)=—x+1-=——+x-1=—=——-—50 doncladroite A y =—x+1 est as tote a la
(x)=( ) - o y ymp

courbe C.
d. Lorsque x>1, _%In_x<0 car Inx>0.Doncsur [1;+o[ Cestau-dessusde A ;sur |0;1] Cesten
X

dessous de A.

1
—x—Inx 2
o2 _ X . L
2.a.b.c. f'(x)=-1->% = 2X 12+ Inx_ o 2) . Donc f est négative et f décroissante.
2 X 2X 2X
X (0] 1 +00
S - -
+00
S 0
_w

d. f(1) = 0 : lorsque x est inférieur a 1, f (x)>f(1)=0 car fest décroissante. Lorsque x est supérieur a 1,
f(x)<f(1)=0.
3- 10 - | y

6 -
Partie C (version 1)

1. F( x):—%(Zx)+1—%(2%In xj:—x+1—%lnTX:f(x) : F est une primitive de f.

2. | =J " (x)dx= F(e)—F(l):{—%eere—%(ln ey }—[—%12+1—%(In1)2}:—%e2 +e—%z—l,726.
1

3. b. L'unité d’aire est 1cmx2cm =2cm? ; on prend la valeur absolue de I'intégrale multipliée par

l'unité d’aire, ce qui nous fait e - 2e+§ , Soit environ 3,45 cm?2 au mm?2 pres.

Partie C (version 2)
1.Pour avoir une tangente parallele a A, il faut trouver x tel que f'(x)=-1, soit

-2x* ~1+In x , , 1 oy
— oz - -l Inx=1< x=e. Lordonnée est alors f(e)= —e+1—2— ; Téquation de T est
X e
1 1
y=—X+e—-e+l-—=—x+1-—.
2e 2e
1lInx
2. a. Comme C est en dessous de A,ona MN =(—x+1)—f(x)=§—= h(x).
X
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. 11-Inx
b. h(x)=§ 2

qui change de signe en x=e¢ ; la distance MN est maximale lorsque M est en J et

cette distance vaut h(e)= Ine = 1 .
2e 2e

1. 21. Ln+second degré+intégrale, Antilles 2001

N

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O;i,]). On considére la fonction f, définie sur

I'intervalle Jo ; +oo [ par :
f(x)=-3-Inx+2(Inxy.
On note (C )’sa courbe représentative.
Partie A - Etude de la fonction f et tracé de la courbe (C)
1. a. Résoudre dans Jo ; +oo [ I'équation f(x)=0.(On pourra poser Inx = X).

b. Résoudre dans Jo ; +oo [ 'inéquation f(x)>0.

2. a. Déterminer les limites de fen 0 et en +o.
b. Calculer f'(x).

c. Etudier le sens de variation de fet dresser son tableau de variations.
5

3. Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse e* .

4. Tracer la courbe (C) et la droite (T). (Unité graphique : 2 cm sur chaque axe.)

Partie B - Calcul d’une aire

1. Restitution organisée des connaissances :

Démontrer que la fonction h, définie par h: x> xInXx—x est une primitive de la fonction logarithme

népérien sur Jo ; +oo [ (attention on ne demande pas simplement de le vérifier...)
3 3
e2 e2

1 Inxdx et I, =J‘1

e e

2. On pose |1=J (Inx ) dx.

a. Calculer 1, .
3
b. Montrer que |, = > e? > .
4 e
3
e2
c. Calculer | = j , (x)dx . En déduire l'aire, en unités d’aire, de I'ensemble des points M(x ; y) du plan

3
tels que Toxser et f(x)<y<O.
e
Correction
Partie A f(x)=-3-Inx+2(Inx)’.

t.a. f(x)=-3-Inx+2(Inx)*=0: on pose X=Inx dou —3—X+2X2=O:>X1:—1,X2=§ d’ou
2

3
X=¢etou x=62.

3
b. —3—X+2X2>0C>X:|nXe]—Oo;—1[u:|g;+OO|:C>X€:|O;E_1|:U:|62;+oo|:.

2. a. Toujours avec X =Inx, lorsque x tend vers 0, X tend vers —o donc —3—X+2X? se comporte
comme 2X? qui tend vers +oo ; lorsque x tend vers +oo , X tend vers +oo donc —3— X +2X? se comporte

comme 2X? qui tend vers +o.
b. f‘(x):—1+2><2><1><lnx:_l+—4lnx.
X X
1
c. fest croissante lorsque 4In x—1>0©lnx>%<:>x>e4. f(e1/4):—3—l+2i:—2—5.

4 16 8
x o 1 +00
e4
Signe de f(x) - 0 +
+00 +00
Variation de /
f -25
8
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5 Py -1+4—
3. f| et =322 247104 9, f'[§j:—4:4e‘5’4 ; y:4e‘5’4(x—e5’4)—9.
4 16 8 8 e

4.

10 4y ¥

Partie B
1. Restitution organisée des connaissances: on fait une intégration par parties en posant u'=1 et

N . 1
v=Inx d’ou on tire Jln xdx = xIn X—Ixx—dx:xln x—jldx:xln X—X.

X
3 3
e2 e2 )
2. On pose I1=J‘1 In xdx et |2=J~1 (Inx)"dx.
e e

3

€2 312
a. I1:J.l Inxdx=[xInx-x],, =e

| W

3 3
§_e2 _1(_1)+1:le2 +2_
2 e e 2 e

N

1/e

3

eE 1
b. 1, =J (In x)2 dx :intégration par parties en posant u'=1 et v=(In x)z, soit u=x, v'=2=In X, soit

1 X
e
3 3
€2 &2 e 29 1 921 2 4 52 5
I, = In x 2dx=[x In x 2} —I 2Inxdx=e2=-=-2|, ==e2 -2 ——="¢2 2,
2 jz( ) (Inx) 1e % 4 e "t 4 e e 4 e

3
3 3

&2 3 3 3 3 3
c. I=J‘l —3—Inx+2(|nx)zdx=—3 e -1 —I1+2I2=—3e2+§— 1,20 20 2 =—e2—g.
e e (2 e 4 e e

3
1 > Lo
Comme on a pu le remarquer les bornes =< x<e? correspondent précisément aux valeurs de x pour
e
lesquelles f s’annule. La valeur de I est négative car f est négative sur cet intervalle ; on a donc l'aire, en
3
unités d’aire, égalea -1 =e? +=~7,8.
e
1. 22. Ln et calculatrice, N. Caledonie 2005
6 points
Le plan est rapporté 4 un repére orthonormal (O ;1, ).

Soit fla fonction définie sur ]-1; +oo [ par: f(x)=x?—2,2x+2,2In(x+1).
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1. Faire apparaitre sur 'écran de la calculatrice graphique la courbe représentative de cette fonction dans
la fenétre -2<x<4, -5<y<5.

Reproduire sur la copie I'allure de la courbe obtenue grace a la calculatrice.

2. D’apres cette représentation graphique, que pourrait-on conjecturer :

a. Sur les variations de la fonction f?

b. Sur le nombre de solutions de I'équation f(x) =0 ?

3. On se propose maintenant d’étudier la fonction f.

a. Etudier le sens de variation de la fonction f.

b. Etudier les limites de la fonction fen —1 et en +oo, puis dresser le tableau de variations de f.

c. Déduire de cette étude, en précisant le raisonnement, le nombre de solutions de I’équation f (x) = o.

d. Les résultats aux questions 3. a. et 3. c. confirment-ils les conjectures émises a la question 2.?

4.0n veut représenter, sur I’écran d’une calculatrice, la courbe représentative de la fonction f sur
I'intervalle [-0,1 ; 0,2], de facon a visualiser les résultats de la question 3.

a. Quelles valeurs extrémes de 'ordonnée y proposez-vous pourmettre en évidence les résultats de la
question 3. c. dans la fenétre de votre calculatrice ?

b. A T'aide de la calculatrice determiner une valeur approchée par défaut a 10-2 prés de la plus grande
solution « del’équation f(x) = o.

. . e s 1
5. Soit Fla fonction définie sur ]-1; +oo [ par F(x)= 3 X3 —1,1x% —2,2x+2,2(x +1) In(x +1).
a. Démontrer que F est une primitive de fsur ]-1 ; +oo[.

o
b. Interpréter graphiquement I'intégrale j f(x)dx
0

a
c. Calculer I f(x)dx et exprimer le résultat sous la forme ba® +ca® (b et c réels).
0

Correction
fsur]-1; +oo [ par: f(x)=x>-2,2x+2,2In(x+1).
1.

2. a. fsemble croissante.

b. Il semble n’y avoir qu'une solution a I’équation f (x) = 0, mais c’est douteux.
2,2 2x* +2x-2,2x-2,2+2,2 _2x*-0,2x _ x(2x-0,2)
x+1 x+1 x+1 x+1
0,1; le signe du trindme donne f croissante avant 0, décroissante entre 0 et 0,1 puis de nouveau
croissante.

b. En -1, In(x+1) tend vers —o de méme que f; en +o les croissances comparées donnent le terme x>

3.a. f'(X)=2x-2,2+ ; on a deux racines, O et

gagnant et ftend vers +o .
c. fs’annule donc deux fois : en 0 évidemment puis une deuxieme fois apres 0,1 puisque f est croissante
entre 0,1 et +oo et passe d'un nombre négatif a des valeurs positives.
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d. Evidemment non...

4. a. Le minimum est aux environs de —0,0003, et on peut prendre f(0,2)~0,0011 en positif.

X -1 0) 0,1 —+00
¢l
f + O ~ o
0 —+00
f / \ /
—00

-0,000

b.Ona « ~0,1517, soit 0,15 a 10~2 pres.

5. F(x)=%x3 ~1,1x% —2,2x+2,2(x+1) In(x +1).

a. On dérive F:

F'(x)=%.3x2 —1,1.2x—2,2+2,2[1.|n(x+1)+(x+1)i1}= X2 —2,2x—-2,2+2,2In(x+1)+2,2 = f(x).
X+

a
b. I f(x)dx représente I'aire algébrique (ici négative) comprise entre la courbe de f; les droites x = 0 et
0

X=«x.

c. I f(x)dx = F(a)—F(O):%oz3 ~1,1a® 2,2 +2,2Aa+1)In(a +1) ; comme f(a)=0,0na
0

a?=2,2a0+2,2In(a+1)=0<=2,2In(a+1) =2, 2a -,

soit

I f(x)dx :%a3 -1,1a? —2,2a+(a+1)(2,2a—a2 >:—§a3 +0,102.
0
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