Mr :Khammour.K Série n°2 : Nombres complexes  4“™Math Septembre 2014

Exercice n°1 :

Pour chaque question, une seule des trois propositions est exacte.

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct d’origine (O, G,\7) :

1) Une solution de 1’équation 2z +2=9+i est:

a) 3 b) i c) 3+i
2) Soit z un nombre complexe, le conjugué de 1+z est :
a) 1-z b) 1+z c)1-z

3) Soit z un nombre complexe, % est égal a:
+1

1+12 1-7 1
Q) —— b > C) ——
1+ 2| 1+ 2] 1-iz
4) Soit z un nombre complexe. Les vecteurs v et W d’affixes respectives z+2z et z—z sont
a) Colinéaires b) Orthogonaux  ¢) de méme longueur .
5) A tout nombre complexe z -2, on associe le nombre complexe z’ définie par: z'= : _2 . On donne les
Z+
points A et B d’affixes respectives 4i et -2, 0n a:
a) Pourtout z=-2 ; |z z% b) pour tout z=-2 et z=4i arg(z") E(W,W)(Zn)

c) Pourtout z=-2 et z=4i arg(z') E(W,m)(zﬂ).
6) Soient A et B deux points d’affixes respective i et -1. L’ensemble des points M d’affixe z vérifiant
|z—i|=|z+1] est:

a) Ladroite (AB) b) le cercle de diametre [AB] c) La droite perpendiculaire a (AB) passant par O.
7) Soit Q le point d’affixe 1-i. L’ensemble des points M d’affixe z = x+iy Vérifiant |Z —1+i| =|3—4i| est:

a) y=-x+1 b) (x—1)" +y?> =5 ¢)(x-1)" +(y+1)" =25,
. , ~1+i3 ]
8) Soit z un nombre complexe non nul d’argument €. Un argument de = est :
z
2) -Z 40 0) X 40 02X _g
3 3 3

9) Soit z=1+¢€"“ avec o e |:%7Z’i| alors la forme exponentielle de z est :

a) 2cos(gjei2 b) —Zcos(gjei2 c) Zsin(g]eiZ.
2 2 2
10) Le nombre complexe (1+i) est égale a :
a) 32i b) 2i c) -1
. N
11) On considére le nombre complexe : Z = —me3 .Alorsona:
iz iz
a) |Z|=1 b) Z=-(1-i)e3. c) z=el2 .
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Exercice n°2 :

L’exercice comporte trois questions indépendantes. Pour chacune d’elles, quatre réponses sont proposées, une

seule réponse est exacte.

A B C D
Le point M 7 st un
2+4i d’affixe Z est sur _ i .
1 l=—— Z-7 Imaginaire Z=—i
21 le cercle
. - pur.
trigonométrique.
Le point M
d’affixe Z Le point M
5 7B Un argum:nt de Unargument | = oqp g e d’affixe Z2est sur
—vel Z est —?’T. de Z est % cercle de I’axe des
centre O, de ordonnées.
rayon /2
z vérifie z+|z|=6+2i ; 8
372 8 8 8
. o —=-2i 42 —=42i
3 I’écriture algébrique de 3 3" 3"
zest:

Exercice n°3:
Soit z=(1+i)"+(1-i)" avec nelN.

1) Montrer que z est réel.
2) Ecrire sous forme exponentielle (1+i)" et (1—i)"
3) Déduire la valeur de z.
Exercice n°4 :
2
(1+ |\/§)
Soit z=——*
2(1-1)
1) Mettre z sous forme trigonométrique et sous forme algébrique.
11z

2) En deduire cos 1l et sin| — |.
12 12

Exercice n°5 :
On donne Z; =1+i«/§ etzZ, =J§—i

1) Ecrire sous forme trigonométrique chacun des nombres complexe Z, et Z, .
2) Ecrire sous forme trigonométrique puis sous forme algébrique Z,*.

A A A A.""I
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3) Le plan P muni d’un repére orthonormé (O, u, V) .

a) Placer les points A,B et C d’affixes respectives Z, ,Z, et Z =7, +Z,.

b) Montrer que OABC est un carre.
c) En déduire le module et un argument de Z.
Exercice n°6 :

Soit u :(\/5—1)+i(1+\/§)
1) Calculer z=(1-i)u.

2) Donner la forme exponentielle de z.
3) En deduire la forme exponentielle de u.

4) Calculer u™ et u®.

Exercice n°7 :

Le plan P est muni d’un repére orthonormé (O, l],\?) .Atout zeC", on considére les points A,B et C
2 .
2| +i
2o ==
z

d’affixes respectives : z, z, =

N || =

1) a) Ecrire zg et z¢ sous forme algébrique lorsque z =1+i.

2) b) Placer dans ce cas les points A,B et C dans le plan P et préciser la nature du triangle ABC.
3) a) Montrer que pour tout zeC", on a: OABC est un rectangle.

4) b) En déduire que OABC est un carré si et seulement si |z|=1.

5) Onpose z=¢€";6¢IR.
a) Ecrire zg et zc sous forme exponentielle .
b) Déterminer I’ensemble ¢ decrit par C lorsque A décrit le cercle trigonométrique.

Exercice n°8 :

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O,G,V) .

A tout point M du plan d’affixe z# 0, on associe les points M’ et M’ d’affixes respectives z’ et z’* définies par :
2

=iz et 277 =2,
1) Soit A le point d’affixe a=2—1 et B le point d’affixe b=2+1.0n appelle A’ et A’’ les points associés a A.
On appelle B’ et B’ les points associées a B.
a) Déterminer sous forme algébrique, les affixes a’ et a’” des points A’ et A”’. Prouver A est le milieu de
[A’A ).
b) Déterminer sous forme algébrique, les affixes b’ et b’ des points B’ et B”’.

b—b'’
d) En déduire la nature du triangle BB’B”’.

2) M est un point quelconque d’affixe z #0. N le point d’affixe 7 N’ et N> sont les points associées au point N.
On pose z=x+1iy.

c) Calculer sous forme algébrique ,

I —
b) Montrer alors que M, M’ et M’” sont alignés siy =- X + 1.

a) Prouver quesi z =1, (MM MM ")Eafg[?—_llj(h)
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Exercice n°9 :

1) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, ﬂ,\?) , on considére les points A,.B ,M,M’ et
M’’ d’affixes respectives i, -i, m,z’ etz’> avec z'=—im—-1 et z'=m+i ; mell . Déterminer I’ensemble A
des points M d’affixes m tel que OM’=OM”’.

2) a) On suppose que |m| =+/2 . Montrer que le point M’ appartient a un cercle fixe que I’on précisera.

3) b) On suppose que arg(m) = %(27[). Montrer alors que le point M’ appartient a une demi droite fixe que I’on

précisera.
4) On suppose dans cette question que [m|=1, msi et ms—i

a) Veérifier géométriquement que le triangle AMB est rectangle en M.

im+1 ,
est réel .

b) En déduire que le nombre complexe Z =

m+1

Exercice n°10 :

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;u, v) (unité graphique 4 cm). Soit | le point d’affixe 1.
On note T le cercle de diamétre [OI] et on nomme son centre Q .
A) On pose a, =%+%i et on note Ap son image.

1) Montrer que le point Ag appartient au cercle T .
2) Soit B le point d’affixe b, avec b=-1+2i , et B’ le point d’affixe b’ telle que b'=gb.

a) Calculerb’.
b) Démontrer que le triangle OBB’ est rectangle en B’.
B) Soit a un nombre complexe non nul et différent de 1, et A son image dans le plan complexe. A tout
point M d’affixe z non nulle, on associe le point M’ d’affixe z’ telle que z'=az.

On se propose de déterminer 1’ensemble des points A tels que le triangle OMM’ soit rectangle en M'.
. . a-1
1) Interpreter geometrlquementarg( 4 j :

2) Montrer que (M'O; M'M) :arg(aT_1)+2k7r (ol keZ).
3) En déduire que le triangle OMM? est rectangle en M’ si et seulement si A appartient au cercle T privé de O et I.

Exercice n°12 :

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O ;d, v) (unité graphique 2 cm), on considere les
points A, B et C d’affixes respectives Zp = 2, Zg =1+i/3 et Zc =1-i/3.

A) 1) a) Donner la forme exponentielle de zg puis de 7~ .

b) Placer les points A, B, et C.
2) Déterminer la nature du quadrilatére OBAC.
3) Déterminer et construire ’ensemble A des points M du plan tels que |z|=|z-2].
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B) A tout point M d’affixe z tel que z # Zp, 0N associe le point M’ d’affixe z’ défini parz'= S o

1) a) Résoudre dans [ 1’équationz = UL

b) En deéduire les points associés aux points B et C.
c) Déterminer et placer le point G’ associé au centre de gravité G du triangle OAB.

2|z
|z-2]
b) On suppose dans cette question que M est un point quelconque de A, ou A est I’ensemble défini a la
question 3). de la partie A. Démontrer que le point M’ associé a M appartient a un cercle T dont on
précisera le centre et le rayon. Tracer T .

2) a) Démontrer que pour tout nombre complexe z distinct de 2,| 7'-2 | =

Exercice n°13 :

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé (O ; i, V).

1) On considére les points A, B et C d’affixes respectives za = 2 + 2i, zg = 2i et zc = 2 ainsi que le cercle T de
centre A et de rayon 2. La droite (OA) coupe le cercle T en deux points H et K tels que OH < OK. On note
zy et zk les affixes respectives des points H et K.
a) Faire une figure en prenant 1 cm comme unité graphique.
b) Calculer la longueur OA. En déduire les longueurs OK et OH.

iz
c) Justifier, a I’aide des notions de module et d’argument d’un nombre complexe, que zj¢ =( 2\2+2 )e 4
iZ
etz =(2v2-2)e 4.

Dans toute la suite, on considére 1’application f du plan qui a tout point M d’affixe z=0 associe le point M’ d’affixe

z’telleque:z'=74.

2) a) Déterminer et placer les points images de B et C par f.
3) b) On dit qu’un point est invariant par f s’il est confondu avec son image. Déterminer les points invariants par f.
4) a) Montrer que pour tout point M distinct de O, ona :OM xOM'=4.
5) b) Déterminer arg( z') en fonction de arg(z).
6) Soient K’ et H’ les images respectives de K et H par f.

a) Calculer OK’ et OH’.

37 {37

b) Démontrer que 7. :( Zﬁ—Z)e 4 etz :( 2J§+2)e 4

Exercice n°14 :

Dans le plan P muni d’un repére orthonormé direct (O, G,\7) , on considere les points A et B d’affixes respectives

1 et -2.Soit I’application f qui a tout point M d’affixe z=—2 associe le point M’ d’affixe z’ tel que z' = _Z_; :
Z+

1) a) Montrer que pour tout z=-2 ;| z'h%.

2) b) En déduire I’ensemble des points M d’affixe z tels que| z'|=1.
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3) Soit @ unréel de I'intervalle |—z,z[ , on suppose que z :—%+%ei“.

a) Quel est I’ensemble des points M lorsque o décrit :|—7r,7z[ ?

—ia_l

b) Montrer que pour o de ]—7[,7[[ ona:z =%
—ia

e T+l

C) A quel ensemble appartient le point M’ lorsque « décrit I’intervalle ]—ﬂ,ﬁ[ ?

Exercice n°15 :

On considere le plan complexe P rapporté a un repére orthonormé direct (O ; i, V). Dans tout I’exercice,
P \O désigne le plan P privé du point origine O.

1) On consideére I’application f de P \O dans P \O qui, au point M du plan d’affixe z, associe le point M’ d’affixe 2’
définie par : z'= % On appelle U et V les points du plan d’affixes respectives 1 et i.

a) Deémontrer que pour z'=#0,0na arg(z')=arg(z )( 272') a 2k pres, avec k entier relatif. En déduire que, pour

tout point M de P \O les points M et M’ = f(M) appartiennent a une méme demi-droite d’origine O.
b) Déterminer I’ensemble des points M de P \O tels que f(M) = M.
¢) Mestun point du plan P distinct de O, U et V, on admet que M’ est aussi distinct de O, U et V.

Etablir 1’égalité : Z,_;=.1(Z_?j=—i (Z_lj En déduire une relation entre arg[ Z,_.lj et arg[Hj
Z'—i i\ Z+i Z—i Z'—i zZ—i

2) a) Soit zun nombre complexe tel que z=1 et z=i et soit M le point d’affixe z. Démontrer que M est sur
la droite (UV) privée de U et de V si et seulement si i—_f est un nombre réel non nul.

b)Déterminer 1’image par f de la droite (UV) privée de U et de V.
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