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4emeM

Fonction Ln+Exp 03/2015

+* Exercice n°1:

On donne , dans la feuille ANNEXE , ci jointe , ( C ) la courbe représentative dans un repére orthonormé
(0,1, ) de la fonction réciproque £ ~* d’une fonction f continue et strictement monotone sur ]0, +oo[ . La
courbe ( C ) admet les droites d’équations y = x et y = 0 comme asymptotes
et coupe 'axe des ordonnées en A( 0, In2 ).
1) a— Par lecture graphique déterminer :
f71(0) ; lim f~1(x); lim f~1(x) et lim[y— f(v)]
X —oo X+ ¥—>+too
b — En déduire :
lim f(x) et lim f(x)
x—07F

X—+oo

¢ — Tracer la coutbe ( C* ) de f ,dans le méme repére (0,1,7 ) que (C), sur la feuille ANNEXE
2) Enréalité on connait que : f~*(x) = In(e®* +b) , ot1 aetb sont deux réels strictement positifs.
a— Vérifier que f~1(x) = ax + In(1 + be™*) , pour tout réel x strictement positif .
b—Montrerque: a=b=1.
¢ — En déduire que pour tout réel x strictement positif , f(x) = In(e* — 1).

3) On considére la suite (I,,) telle que :
In

vneN*, I, = f e *In(e* — 1)dx

1
a — Montrer que la suite (1,,) est croissante .

b — A I'aide d’une intégration par parties calculer | ln xe *dx . Endéduire que pour toutn € N*

2
0=l < —(n+De™+-

¢ - Montrer que la suite (I,) est convergente .
1)  a— Vérifier que :
eX

ex —1 ex—1
b — Montrer en s’aidant d’une intégration par partie que :

vVx=+0; -1

1 1
VnEN*,]n:(1—e—n)ln(en—1)—n+(g—1)ln(e—1)+1

¢ — En déduire la limite de [}, , lorsque n tend vers +oo .
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+* Exercice n°2 :
-1

J2e -1

1) a) Déterminer D, : le domaine de définition de g.

A/ Soit g la fonction définie par g(x) =

b) Montrer que g est dérivable sur D, et que pourtoutx € D, ona: g'(x) =

(\/ 2¢e -1)3 .

c) Dresser le tableau de variation de g
2) Tracer la courbe de g dans un repére orthonorme.
3) Soit f la fonction définie sur] -n/2 , /2 [ par f(x)=- In(l +sin x).
a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Montrer que f réalise une bijection de ] -n/2, ©/2 [sur]-In 2, +oo[.
c) Soity unréelde]-n/2, /2 [. On pose x =f(y), montrer que siny=¢>-1.

4) a) Soit G(x) = f *(x) . Montrer que G est une primitive de g sur]-1In 2, +ool.

In2

b) Calculer alors Jl g(t) dt.
0

B/ Pour tout entier naturel non nul n et pour tout x de [0, +o0[ on pose G, (x) = '[(g(t))" dt.
0

1) a) Justifier que pour toutx € [0, +o[ona: G, (x) = G(x).

b) En déduire que lim G,(x)=- %

-t

2) Montrer que pour toutt € ]—In 2, +oo[, ona: g(t) = —-En déduire G,(x) et lim G,(x).

2-e X — +0C

nt

3) a) Montrer que pour tout t € [0, +o[ et pour n€ N',ona: |g(t)|" < e 2.

b) Montrer alors que pour toutt € [0, +oo[ ettoutn € N',ona: G, (x) <

SN

o,

% Exercice n°3:
Pour tout réel k strictement positif, on considére la fonction ff} définie sur [0 ; +oof
par: fi(x) =In(e* + kx) — x.

Soit ¥} la courbe représentative de la fonction f; dans le plan muni d'un repére
orthogonal (O, 1, ] ], (unités graphiques : 5 cm sur I'axe des abscisses et 10 cm sur
I'axe des ordonnées).

Etude préliminaire : mise en place d’'une inégalité.
On considére la fonction g définie sur [0; +co[ par: g(x)=In(l+x)—=x.
1. Etudier le sens de variation de g.

2. En déduire que pour tout réel a positif ou nul In(1+ a) € a.

Partie A : Etude de la fonction f; définie sur [0; +oco[ par fi(x) =In(e* +x) —x.

1. Calculer fl’ (x) pour tout réel x appartenant a l'intervalle [0; + co[ et en déduire
le sens de variation de la fonction fj.
2. Montrer que pour tout réel x appartenant a l'intervalle [0; + col,
flx)=In [1 + ix) En déduire la limite de f en + co.
e

3. Dresser le tableau de variation de fj.
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Partie B : Etude et propriétés des fonctions fi.

1. Calculer f3(x) pour tout réel x appartenant a I'intervalle [0; + co[ et en déduire
le sens de variation de la fonction f.

2. Montrer que pour tout réel x appartenant a I'intervalle [0; + oo,
fi(x)=In [1 + ke—i). En déduire la limite de f;, en + co.

3. a. Dresser le tableau de variation de f.

b. Montrer que pour tout réel x de I'intervalle [0; + co[, on a fi(x) < .

4. Déterminer une équation de la tangente T} & %6} au point O.

5. Soit p et m deux réels strictement positifs tels que p < m. Etudier la position
relative de €p et €m.

6. Tracer les courbes %) et 6> ainsi que leurs tangentes respectives 17 et 15 en O.

Partie C: Majoration d’'une intégrale.
Soit A un réel strictement positif, on note &/ (1) I'aire, en unités d'aire, du domaine
délimité par 1'axe des abscisses, la courbe %j. et les droites d'équation x=0et x=A.

A
1. Sans calculer & (1), montrer que &/ (1) < k ] xe~* dx (on pourra utiliser le
0

résultat de la question préliminaire).
A
2. Calculer aI'aide d'une intégration par parties I'intégrale f xe *dx.
0

3. On admet que «f (1) admet une limite en + co.
Montrer que Alim = (A) < k.

— 400
Interpréter graphiquement ce résultat

% Exercicen’4 :
1+In% x
Soit F(X) :I el dt vx e ]0,+oo[
1
1.a) Justifier I'existence de F sur |0, +] .

_ 2Inx E‘Inx‘ .

b) Montrer que F est dérivable sur]0,+x] et que : VXe ]O1+°°[' F'(X) X

2.a) Calculer F(1) et vérifier que pour X =1, F(X) = 2J.1 Int dt . en déduire F(x) pour X € ]1, +00[

1
b) Montrer que ¥x < |0, +o0[ , F(x)= F(;j . En déduire I'expression de F(x) sur]0 ;1].

2 5
N = : _ [Pt
3.Calculer chacune des deux intégrales suivantes : A = L ev " dt puis B= _[2 ev T dt




