Mr :Khammour.K Série n°6 : « Bijections »  4°™Math Novembre 2014

Exercice n°1 :

1

1+«/§'

Soit la fonction f définie sur IR, par : f(x)=

1) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Montrer que f réalise une bijection de IR, sur un intervalle J a déterminer.

c) Déterminer f~(x) pour tout xeJ.

2) Montrer que 1’équation f(x) = x admet une solution unique « dans IR, et que « € }%,1[.

U,=1
3) On considere la suite U définie sur IN par : ’
U,.=f(U,) pourtoutneIN

a) Montrer que pour tout n e IN %s U, <1.

b) Montrer que pour tout x ety dans El} ,‘f(x)—f(y)‘_g|x—y|.
c) En déduire que pour toutneIN,|U,, —a|< g|un —al.

d) Prouver que pour toutn e IN,|U, —¢f s(%} |Uy—a| . En déduire lim U, =a.
Exercice n°2 :

1

N/

1) Montrer que f réalise une bijection de [0, +oo[sur un intervalle J & préciser. Tracer C;.

Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par: f(x)=2-

2) Déterminer f’l(x) pour tout x e J.Tracer C¢™.
3) a) Montrer que I’équation f(x) = x admet une solution unique a dans ]O, +oo[ Vérifier que a € ]1, 2[ :
4) b) En déduire la position relative de Cs par rapporta A:y=X.
U,=0
5) Soit la suite (U, )définie sur IN par :
U,..=f(U,) pourtoutneIN
a) Montrer quepourtoutneINO<U, <c.
b) Montrer que pour tout n de IN (Un) est croissante.
c) En déduire que (U, )est convergente et déterminer sa limite.

Jsin 2x

sin x

On considere la fonction f définie sur }0, %{ par : f(x) =
1) Etudier la dérivabilité a gauche en % :

2) Montrer que f dérivable sur }0%{ et calculer '(x) pour tout X € }0%{ .
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3) Montrer que f réalise une bijection de }0%{ a un intervalle J a préciser.

4) Montrer que f* dérivable sur J et que pour tout x e J f~(x)= 4_4)(4 :
+X

5) Pour tout x>0 on pose g(X)=fl(@)+f1(i

%)
a) Calculer f‘l(«/f).

b) Montrer que g est dérivable sur J et calculer g’(x).

c) Montrer que pour tout xeJ g(x) = %

Exercice n°4 :
X

J1-x?

1) a) Montrer que f réalise une bijection de |-1,1[ sur IR.
2) b) Tracer (C;)et (C,.).
3) a) Montrer que pour tout x € [0,] f(x)>x.

Soit la fonction f définie sur ]-1,1 par : f(x) =

4) b) En déduire que pour tout x e |0,+oo[ f(x) <x.
U, =0
U,..=97(U,) pourtoutneIN

n+1

5) Soit la suite (U, ) définie sur IN par :

Avec g est la restriction de f sur ]0,1[.

a) Montrer que pourtout neINO< U, <

NDlow

b) Montrer que U est décroissante.
c) En déduire que U est divergente et calculer sa limite.

4) Expliquer g~*(x) pour tout x € IR

Exercice n°5 :

Soit la fonction f définie sur 1=]0,1[ par : f(x)= 2x—12 . On désigne par (Cf ) la courbe représentative de f dans
X—X

un repére (OT]) .

1) a) Montrer que f est dérivable sur | et que pour tout x de | f'(x)= 1

=
2(\/X— x? )
b) Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Déterminer f “(x) et montrer que (Cf )admet un point d’inflexion I au point d’abscisse % :

b) Ecrire I’équation de la tangente T a (Cf) au point 1.

c) Tracer (C;)et T.

3) a) Montrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle J a préciser.
b) Tracer la courbe (C”) de ™.

4) Soit h la fonction définie sur }0%{ par : h(x) :%f (cos2 x) .
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5) a) Montrer que pour tout X e }0%{ h(x) = cotan (2x).

b) Montrer que h réalise une bijection de }0%{ sur IR.

6) a) Soit y la fonction réciproque de h . Calculer w(0);y(1) et lim y(x).

b) Montrer que v est dérivable sur IR et que pour tout x de IR ; y'(X)=—————~ .
2(1+x)
T

c) Montrer que pour tout x>0 , y(x)+ q{lj =7
X

7) On consideére la suite \V définie sur IN" par : V, = 1 \p(ij
n+leg \n+k
a) Montrer que pour tout ne IN" et pour tout k €[0,n]: w(2n) < w(n+k) < y(n).

b) En déduire que %—\V(n) <V, < %—w(zn)

c) Montrer que V est converge et déterminer sa limite.
Exercice n°6 :
2X —

4
Jax—x2

On consideére I’application f définie sur ]0, 4[ par: f(x) = , on désigne par Ct sa courbe dans un repére

orthonormé (OT])
1) a) Etudier les variations de f.

b) Montrer que f est une bijection de ]0,4[ sur IR.
2X

¢) Soit g la fonction réciproque de f. Montrer que pour tout x de IR g(x) =2+ =
X°+4
2) Montrer que 1’équation f(x)=x admet dans ]0,4[ une solution unique a > 2
3) a) Determiner une équation de la tangente T a Cs au point d’abscisse 2.
b) Etudier la position de Cs par rapport a T. Tracer Cs , T et la courbe C’ représentant g.
U,>a
4) On consideére la suite (Uy) définie sur IN par :
U,..=9(U,) pourtoutneIN

n+l
a) Démontrer que pourtout neIN U, >«.

b) Déterminer graphiquement le signe de g(x)-x.
c) En déduire le sens de variation de (Uy).
d) Montrer que la suite (U,) admet une limite ¢ que I’on précisera.

5) Soit la fonction h définie sur un intervalle E:}—Z,z} par : h(x) 2 ; h(—zj =1.
2'2 g[2tg(x)] 2) 2

a) Montrer que pour tout XE}—Z,Z}h(x)z 1 .

2 2 1+sinx

b) Montrer que h réalise une bijection de E sur un intervalle J & préciser. Déterminer h™* (2) et h‘l(2+J§).
c) Etudier la dérivabilité de h™ sur J puis déterminé sa fonction dérivée .
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