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Définition :

s N
Il existe un ensemble noté C, appelé ensemble des nombres complexes qui possede les

propriétés suivantes :
—  C contient I’ensemble des nombres réels R.
— L’addition et la multiplication des nombres réels se prolongent aux nombres
complexes et les regles de calcul restent les mémes.
— Il existe un nombre complexe noté i tel que i2 = —1.
— Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique : z = a + ib avec a et b sont
des réels.
L’écriture z = a + ib avec a et b réels est appelée forme algébrique ou forme

cartésienne du nombre complexe z. a est la partie réelle de z, notée Re(z), b est la

L partie imaginaire de z notée Im(z).

J
Remarque :
Soitz = a + ib un nombre complexe donné sous forme cartésienne.
-Sib =0, z estréel.
- Sia = 0, z est dit imaginaire pur.
Conséquences :
( R
Soit z et z’ deux nombres complexes.
- z estréel ssi Im(z) = 0.
- z est imaginaire pur ssi Re(z) = 0.
-z =0ssi Im(z) = Re(z) = 0.
| -z= z' & Re(z) = Re(z") et Im(z) = Im(z"). )
Définition :
- 2
Le plan est muni d’un ROND (0, 1, 7). Soit M(a, b) un point du plan.
- On appelle affixe de M, le nombre complexe noté af f (M) ou z,, tel que :
aff(M) = a + ib. Le nombre complexe a + ib est dit aussi I’affixe du vecteur OM,
on le note aff(OM) ou zgy;.
- M(a, b) est le point image du nombre complexe z = a + ib. )
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Propriétés :

A et B sont deux points du plan d’affixes respectives z, et zg. U et ¥ sont deux vecteurs.

1) aff(ﬁ) = Zz5 = Zp — Za
2) aff(ai + Bv) = aaff (W) + B af f (V) pour tous réels a et .

Propriétés :

Soit i et ¥ sont deux vecteurs tels que ¥ # 0.

1) % et ¥ sont colinéaires & ZE est réel.

Zy

2) i et ¥ sont orthogonaux < z—ﬂ est imaginaire pur.
v

Définition : "Conjugué d 'un nombre complexe"

Soit z = a + ib un nombre complexe donné sous forme cartésienne.

On appelle conjugué de z et on note z, le nombre complexe défini par Zz = a — ib.

Propriétés :
'd N\

Soient z et z' deux nombres complexes.

Vz+z =z2+7 5) z+ Z = 2Re(z2) 8)zestréel ® z=12
Dz z =27 6) z—z=2ilm(z) 9) z est imaginaire pur © z = —Z

3)z" = ()", ne N* 7) z-Z=Re(z)*+Im(z)?

4) (i)zzé_,,z'th

. J

Définition : "Module d 'un nombre complexe"

Soit z = a + ib un nombre complexe donné sous forme cartésienne.

On appelle module de z et on note |z|, le réel positif défini par |z| = Va2 + b2 = /zz

Propriétés :

4 N\

Soient z et z’ deux nombres complexes.
1) lzl=0=2z=0 4) |z-7z'| = |z| - |Z] N lz+7|<|z| + 7|
2) |-z| =z 5) |z"| = |z|", n € N* 8) zz = |z|?
3) |z| = Iz| 6 |2 =2, 7 =0 9) |kzl = lkllzl, k € R

Propriété :

Soit A et B deux points d’affixes respectives z4 et zp.

Alors : AB = |zg — z4|
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Définition : "Argument d 'un nombre complexe"

4 N\

Le plan est muni d’un ROND (0, i, V).

z = a + ib (a et b sont des réels) est un nombre
complexe non nul d’mage M.

On appelle argument de z et on note arg(z),

<

toute mesure, en radian, de 1’angle orienté (ﬁ, oM )

arg(z) = (T;(—)_F/i) [27]

Propriétés :

(Soient z et z' deux nombres complexes non nuls.
1) arg(z) = —arg(z)[2n]

2) arg(—z) =+ arg(z)[2r]

3) Sik > 0, alors arg(kz) = arg(z)[2r]

4) Sik <0, alors arg(kz) =+ arg(z)[2n]
5) arg(z-z") = arg(z) + arg(z')[2n]

6) arg(z™) =n-arg(z)[2n]

7) arg G) = —arg(z)[2n]

8) arg (i) = arg(z) — arg(z')[2n]

Propriétés :
(Le plan est muni d’un ROND (0, e7, &3).

U et ¥ sont deux vecteurs d’affixes respectives zy; et zz.
5 = Zy
(V) = arg (%) + 2km, k € Z.
u

En particulier, si A, B, C et D sont quatre d’affixes respectives z4, zg, z. €t zp, alors :

(ﬁf) =arg (ﬁ) + 2km, k € Z.

Théoréeme :

Soit z un nombre complexe non nul d’écriture algébrique z = a + ib et 8 un argument

. . b
de z. Alors : a = |z| cos @ et b = |z| sin 8 ou encore : cos 0 = |%et sin@ = i

Onaalors: z = |z|(cos 0 + i sin 0)
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Définition : "Forme trigonométrique d 'un nombre complexe"

( )

Soit z un nombre complexe non nul.

L’écriture de z sous la forme |z|(cos 6 + i sin 8) ou [|z], 8] ou 6 désigne un argument
de z est appelée écriture trigonomeétrique ou forme trigonométrique de z.

z = |z|(cos 0 + isin 0) = [|z|, 0]

|z| et 8 sont les coordonnées polaires du point M (z).

Propriétés :

[ Soientz = [r,0] etz" = [r',0'] deux nombres complexes non nulsavecr € R%:, ' € RY, )
0 e Retd' € R,
1. z=[r,—0] 4 1— [1’_9]
Z T
2. z:Z =[r-r,0+6
: : 5. Z=|2,0-0]
3. z"=[r",nd] @

(.

Définition : "Forme exponentielle d 'un nombre complexe"”

Pour tout @ € R, on pose : cos @ +i sin@ = e®®.
Soit z = [r,0] un nombre complexe non nul. L’écriture z =re® est la forme

exponentielle de z.

Propriétés :
e ) - ; N
Soient z = re'® et z' = r'e'®" deux nombres complexes non nuls avec r € R%, ' € R%,

6 e Retd €R.
— . —if

1. Z=re 4

2. z-7 =rrel®+6)

3. z"=1r"e™ nez
o J

1

z
5 Z_ T ,i(0-6"
oz T

Formules d’Euler :

, i9+ —i6 i0_ ,—if .
[Pourtoutreeleona: £ Ze =cos@ et < 2‘: = sin @ }

Formule de Moivre :

[ Pour tout & € R et pourtoutn € Zona: (cos @ + isin 8)" = cos(nB) + i sin(noh) ]

Théoréeme :

Pour tout entier naturel n > 2, I’équation z" = 1 admet dans C n solutions distinctes

.2km

définies par: z, = e » aveck € {0,1,...,n — 1}.

Ces solutions sont appelés les racines n'®™* de 1’unité.
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Conséquence :
4

N
Les points images des racines
sixiemes de I’unité

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct M z(ci%l)

(o, 1, v) . — M,€'3)
Lorsque n > 3, les points images des racines niémes de . v 0
Iunité sont les sommets d’un polygone régulier inscrit M€ ) IMO(C )

=l

dans le cercle trigonométrique.

e iz
M,(e"3) M4e'3)

-

Théoréeme :

Vs

Soit a un nombre complexe non nul d’argument 6 et un entier naturel n > 2.

.(O+2km
L’équation z" = a admet dans C, n solutions distinctes définies par: z, = r el( n )

avec k € {0,1,...,n — 1} et r est le réel strictement positif tel que r™ = |a|.

Ces solutions sont appelés les racines n'* du nombre complexe a.

-

Conséquences :

Ve

- Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées opposees.

- Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0, U, V).

Lorsque n > 3, les points images des racines Les points images des solutions de
. i e 6 [ |0
niémes d’un nombre complexe non nul sont les I’équation z” = ‘a|c
. . iB+2m

sommets d’un polygone régulier inscrit dans le M;(re™6™)

cercle de centre O et de rayon r tel que 1" = |a‘. 2 o i0
v M(re)
0 T R

M3(rcl0;6n) i0+107
Mdre=¢ )

M(re[5™)

Comment déterminer les racines carrées d’un nombre complexe ?

Soit Z = a + ib et z = x + iy sont deux nombres complexes donnés sous forme cartésienne. Alors :
x2—y?=a
zestuneracinecarréede Z © z2 =7 < { x2 + y? = Ja2+b?
2xy=b
Remarque :

Il est interdit d’utiliser la notation v  pour exprimer une racine carrée d’un nombre complexe, car il ne

s’agit pas d’une fonction sur C.
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Définition : "Equation du second degré a coefficients complexes”

Soient a, b et c trois nombres complexes donnes tels que a # 0.
L’équation :az? + bz + ¢ = 0 s’appelle équation du second degré a coefficients

complexes.

Théoreme :

[ Soit (E):az? + bz + ¢ = 0 une équation du second degré a coefficients complexes.

On pose A= b? — 4ac. Appelé le discriminant de 1’équation (E).

1) Si A= 0, alors (E) admet dans C une solution double : z; = z, = %

2) Si A+ 0, alors (E) admet dans C deux solutions distinctes :

_ -b=§

-b+6
Zl = =

etz, = —— avec & est une racine carrée de A.

2a

Théoreme :

[ Soit (E):az? + 2b'z + ¢ = 0 une équation du second degré a coefficients complexes.

On pose A" = b'? — ac. Appelé le discriminant réduit de 1’équation (E).

1) Si A" = 0, alors (E) admet dans C une solution double : z; = z, = L

a
2) Si A" # 0, alors (E) admet dans C deux solutions distinctes :

“b1=5 “br+ : )
2, = etz, =——— avec ' estune racine carrée de A"

Conséquences :

Soit (E): az? + bz + ¢ = 0 une équation du second degré a coefficients complexes.

Si z; et z, sont les solutions de (E), alors :

az? +bz+c=a(z—2)(z2—2) ;+z, = — etz 7, ==

Théoreme :

[ Soit ay, Ay, Ay,..., a, des nombres complexes tels que a,, # 0, n = 2.
Soit P(z) = a,z™ + ap_1z" 1+ -+ ayz + a,.

Si z, est un zéro de P, alors P(z) =(z—2y)g(z), ou g(z) est de la forme

a,z" 1+ b,_,z""% + .-+ by, aVec by, by, b,,..., b,_, sont des nombres complexes.
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