Med Migha 97090496 Cours équations seconde 2em
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1 Laforme canonique du trinéme

1.1 Le trindme du second degré

“Défivitiow | : On appelle trindme du second degré ou simplement trindme, le
polynéme P(x), a coefficients réels, de la forme :

P(x) =ax’ +bx+c avec a#0

E-'ne.mpl'e. : Les trois polyndémes suivants sont des trinémes

Pi(x) =" +2x—8
P(x) =222 +3x— 14
Pi(x) = —x*+4x -5

1.2 Quelques exemples de formes canoniques

La forme canonique d 'un trindme est une forme a partir de laquelle on peut savoir
si le trindme peut se factoriser ou non. Cette forme est obtenue a partir d'une
"astuce” qui consiste a rajouter un terme puis a 1'dter de fagon a obtenir le début
d"un carré parfait.

Exemple : Soit P(x) = x? +2x -8
Les deux premiers termes sont x> + 2x qui est le début de (x +1)% = x> + 2x + 1.
On ajoute 1 puis on le soustrait, ce qui donne :
P(x)=x"+2x+1-1-8

= (x+1)* =9 forme canonique de P (x)

on peut, a partir de cette forme, factoriser. Cela donne :

= (x+1)* =3

=(x+1-3)(x+1+3)

=(x—2)(x+4)
Exemple : Soit Po(x) =227 +3x — 14

On factorise par le coefficient devant x2, Cest a dire ici 2.

Px)=2 (x2 + ;x—.?)

(x2 + 31) est le début de (x—l— 3)2 =¥+ 31+ E Cela donne :
2 4/ 2 16" ’

3.9 9
=2(x2+= A
(x+2x+1a 16 )

-2

2
=2 l(x + 3) - % forme canonique de P>(x)
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on peut, & partir de cette forme, factoriser. Cela donne :
3\ /11)?
=2 2 =
K” 4) ( 1 ) ]
—2(x+3 11) (x+3+11)
- 4 4 4 4

=2(x—2) (x+§)
Exemple : Soit P3(x) = —x? +4x -5
On factorise par le coefficient devant ¥Z, c'est & dire ici —1.
Pi(x) = — (¥ - 4x+5)
(xz - 4x) estle début de (x — 2}2 = x* — 4x + 4. Cela donne :
= - (@-4x+1-4+5)
S [(x-2j2-4+5]
=— [(x - 2}2 + 1] forme canonique de P2(x)

On ne peut factoriser cette forme car somme de deux carrés

1.3 Forme canonique du trinéme

Soit un trinéme du second degré : P(x) = ax? + bx +¢
On factorise par a # 0, cela donne :

P(x}:ﬂ(xz+llx+£)
a a
b b\* 5, b P

x2+Ex est le début de (J‘-}-E) =¥ +-x+ . Cela donne :
_ﬂ'(12+bx+i>_i+c
] a  4a? 42’ " a
—ﬂ'- x—l—b : L +r:
- 2a 42 " a
_ﬂ- x+b 2 B —tac
- 2a 422
Théorgéme | : La forme canonique d'un trinéme du second degré est de la

P(x)=a [(x + %)2 - %]

/% Dans un cas concret, on n'utilise pas cette formule un peu difficile 8 mémori-
ser, mais on retient "astuce qui consiste a ajouter puis soustraire un terme comme
nous l'avons vu dans les exemples précédents.
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2 Racines du trindme

2.1 Définition

Défivitien 2 : Lesracines d'un trindmes ou "zéros" sont les solutions de I'équa-

Koo ax*+bx+c=0

“Défivition 3 : Onpose A = b* —4ac appelé discriminant

L'équation ax? + bx + ¢ = 0 devient en utilisant la forme canonique :

[l -]

Le nombre de racines du trindme dépend du signe de A, d’ot1 discriminant.

2.2 Le discriminant est positif

Comme le discriminant A est positif, la forme canonique se factorise en :
b A b A

On obtient alors deux solutions :

b_VA_, b VA

T T 2

Soit, en appelant x; et x2 les deux solutions

_b+VE _—b-VE
1= 7 u 2=
Enwfq, : RésoudredansR: 232 +3xr—14 =10

e Oncalcule A: A=F —dac=3"—4x2x (—-14) =9+ 112 =121 =117

e A = 0, il existe deux solutions distinctes x; et x5 :

Lo TbtVA_-34m o -b=VA_ -3-11_ 7
=T T T a1 T T T T T 4 T T2
7
® On conclut par: S = {—E;Z}
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2.3 Le discriminant est nul
Comme le discriminant A est nul, la forme canonique correspond a un carré par-

fait. Elle se factorise en :
b 2
—} =0
; (x + zﬂ)

b
2a
Exemple : Résoudre dans R: 3x* —18x +27 =0

On obtient alors qu'une seule solution : xp = —

e Oncalcule A: A=F —4ac =182 —4x3x27 =324 -324 =0

b 18
* A =0, il n'existe quune seule solution xg : xp = “m =T 3

e Onconclutpar: S = {3}

2.4 Le discriminant est négatif

Comme le discriminant A est négatif la forme canonique ne se factorise pas. Iln'y
a donc aucune solution a I'équation du second degré.

Exemple : Résoudredans R: —x? +4x—-5=0

e Oncalcule A: A=b —dac=4*—4x (=1) x (=5)=16—-20 = —4
* A < 0,iln'y a pas de solution.

* Onconclutpar: S=2

2.5 Conclusion

Théoréme 2 : Le nombre de racines du trindme du second degré dépend du
signe du discriminant A = b* — 4ac.
* 5iA >0 il existe deux racines distinctes :

_b+VE —b— VA

1 22 2="7

* SiA =0 il n'existe qu'une racine (appelée racine double) :

Xg=——
"= "

e SiA <0 il n'existe aucune racine réelle.

/A Lorsque I'on pourra factoriser le trindme, on ne calculera pas le discriminant.
On factorisera, puis on annulera chaque facteur.

E'wwl'g : Déterminer les solutions des équations suivantes :

a) 42 —-25=0 b) 922 —6x+1=0
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3 Factorisation, somme et produit des racines

3.1 Factorisation du trinéme

Si le discriminant est positif. Nous avons vu que le trindbme se factorise en :

a(x+£—£) (x+£+£) =0

20 2a 2a  2a

En remplacant par les racines x; et x;, nous avons alors : a(x — x;)(x — x3)

De méme si le discriminant est nul. Nous avons vu que le trindme se factorise en :

b 2
H(I"{'ﬂ) =0

En remplacant par la racine xp = — 5, OUs avons alors : a(x — xp)?
a

Exemples :
a) Factoriser le trinéme suivant : P(x) = 2x? 4 3x — 14

7
D’aprés le paragraphe précédent, les racines de ce trindbme sont : -5 et 2,
donc:

P(x}=2(x+;)(x-2}

Q >
X
N

W

MED MIGHA 97090496 Page 5

@NW -nC{ celé




Med Migha 97090496 Cours équations seconde 2em
degrés

Nous retrouvons la factorisation avec la forme canonique.
b) Factoriser le trindme suivant : Q(x) = 3x* — 18x + 27
D’apres le paragraphe précédent, I'unique racine de ce trindme est 3, donc :
Q(x) = 3(x —3)2

A Laracine x = 3 est une racine double car on peut factoriser par (x — 3)?

Théoréme 3 : Lorsque le trindme P(x) = ax® + bx + ¢ admet:
o deux racines x; et xp, alors: P(x) = a(x — x;)(x — x7)
e admet une racine xp, alors: P(x) = a(x — xg)?

» n'admet pas de racine, il ne peut pas se factoriser.

3.2 Somme et produit des racines

Soit le trinéme T(x) = ax? + bx + c. Nous nous placons dans le cas oit A > 0.
Iy a donc deux racines x; et x;. Le trindme peut alors se factoriser en :

T(x) =a(x —x1)(x — x2)
Développons le trindéme :
T(x) = a(xz—xzx—xlx—kx]xz} =a [xz—(xl+xz} x+x1xz] = ax? — a(x1+x2)x+axixa
Onpose S=x;+1x3 et P=xx3,0naalors: T(x) = ax? — aSx +aP
En identifiant a : T(x) = ax® + bx + ¢, on obtient alors :
—asS=h = S=—E et aP=¢ = P=§

Exemple : Soit le trindme T(x) = 2x* +3x — 14
Nous savons que ce trindme admet deux solutions —; et 2, d’apreés notre résultat :
7 -7+4 _ 3

b 3 . i
5——5——5 ce qui se vérifie —E-I-Z—— 7

14 7
P=§=-3=-r ce qui se vérifie — 3 x2=-7

Théoréme 4 : Siun trindme T(x) = ax® + bx + ¢ admet deux racines, alors la

somme 5 et le produit P des racines sont égales a:
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3.3 Application

Parfois, certaines équations admettent des solutions trés simples que 1'on ap-
pellent "racines évidentes". Lorsque 1'on connait une telle solution, le produit des
racines permet alors de trouver la seconde.
Exemples :
1) Résoudre I'équation: 2x* —5x +3 =0

e x; =1 estracine évidente car 2(1)2 =5(1)+3=2-5+3=10
3

c 3 P
'PZEZE 1:11:)1*1::Jc2=x—1=E

{3

2) Résoudre I'équation : 5x2 +2x —3 =0

e x; = —1 estracine évidente car 5(—1)> +2(—1)—-3=5+2-3=0
3 P 3
lp=§=—§d0ncxz=x—l=§

3

4 Signe du trindme et inéquation du second degré

4.1 Le discriminant est positif
Si A >0, le trindme se factoriseen: P(x) = a(x — x1)(x — x3)

En supposant que x; 2 xz, dressons un tableau de signes :

x —0a X» x —+0a
X—xn — — +
X—1x - + +
a(x — x1)(x — x2) sngr: de mgnz de 5131:: de

Conelusion : Le signe du trindme est du signe de a a l'extérieur des racines et
du signe de —a a l'intérieur.
Exemple : Signede —3x* +7x +6

Il n'y pas de racine immédiate, calculons alors de discriminant :
A=7%—4(=-3)(6) =49+72 =121 =117
Comme le discriminant est positif, le trindme admet deux racines :

-7+ _4 2 -7-11_-18 _
T -6 3 T -6 T -6

X = 6 3

Comme le coefficient devant x? est négatif (—3), le trindme est négatif a l'exté-
rieur des racines et positif a I'intérieur.
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Nous avons alors le tableau de signes suivant :

2
X —c0 = ]
3 3

32+ 7x+6 - ) + 4: -

4.2 Le discriminant est nul ou négatif
Si A =0, le trinéme se factorise en: P(x) = a(x — x)°

Comme (x — xp)? est un carré, il est soit nul soit positif. Donc le trinéme est soit
nul soit du signe de a.

x — 00 Xo —+ 60

signe de ) signe de

a a

a(x — xp)?

Si le discriminant est négatif, il n"a donc pas de racine. Il posséde donc un signe
constant. On montre alors qu'il est du signe de a.

4.3 Conclusion

Theoréme S : Lesigne du trindme dépend du discriminant :
e 5i A >0, par rapport au racines,
le trinéme est du signe de a a 'extérieur et du signe de —a a I'intérieur.
® 5i A =0, le trindme est soit nul, soit du signe de a.
® 5i A <0, le trindme est toujours du signe de a.

5 Représentation de la fonction trinome

Theoréme & : La représentation de la fonction trinéme f est une parabole

# dont les caractéristiques dépendent du signe du coefficient a et du signe du
discriminant A. -
Les coordonnées du sommet S de la parabole sont : S(-— ._A )

20’ da

“Démenstration : Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = ax> + bx +¢
La forme canonique de la fonction f est donc:

fo=al(rg) - ] ~a(-2) - 2
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7 Equation, inéquation se ramenant au second degré

7.1 Equation rationnelle

, , . 1 2 9
Soit a résoudre 1"équation : 172 m-5-1

& On détermine d’abord "'ensemble de définition: D f=R—4{-2; ;

o En multipliant 'équation par le dénominateur commun 4(x + 2)(2x — 5)
x € Dy, 4(2x —5) - 8(x+2) =9(x +2)(2x — 5)
8x — 20 — 8x — 16 = 18x” — 45x + 36x — 90
—18x" +9x+54 =10
(+9) —=2x+x+6=0

x1 = 2 racine évidentecar =2 x 22 +2+6=10

6 P
Le produit des racines P = == —3 doncona x; = = =3
1

3 3
Comme 2 € Dy et ~3 € Dy, onaalors: S = {_E; 2}

~\Y)

7.2 Inéquation rationnelle

2
2x +5x+3}0

Soit 4 résoudre I'inéquation : =
' H équ 24+x=2

¢ On détermine d"abord I'ensemble de définition de l'inéquation :
Il faut déterminer les racines de x> +x —2 =10
x1 = 1 est racine évidentecar 12+1—-2=10
Le produit des racines P = -2, donc x; = =2
On conclut que I'ensemble de définitionest: Dy = R — {-2; 1}
e Racines de 23 +5x+3 =10

x; = —1 est racine évidente car 2 x (=1)>=5+3=0

3 3
Le produit des racines P = > donec xy = -3

¢ On remplit un tableau de signes :

3

X —00 -2 —= | +oo
5 1

2x? +5x+3 + + - 0 + +

¥ +x—2 + 0 - - - 0 +

2

2x“+5x+3 + _ + _ +

2+x-—2

La solution est donc: § =| —o0;-2[ U [—% ;—1] UL ; +ee|
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7.3 Equation bicarrée

ax* +bx* +c=0 avec a#0

Défivtion S : Onappelle équation bicarrée, une équation de la forme :

On effectue le changement de variable suivant: X = x> avec X =0

L'équation devient alors: aX>+bX +¢ =10
On résout en X puis on revient a x en résolvant ¥ = X

Exemple : Soit a résoudre dans R, I'équation suivante : x* —5x% =36 =0

Onpose X = x* avec X > 0, I'équation devient : X* —5X —36=10
On calcule le discriminant : A =25 +4 x 36 = 169 = 13°

5+ 13 5-13

Comme A > 0, on a deux racines : X; = —5 =0 et X;= —

On ne retient que X, car c'est la seule racine positive.
Onrevientax: ¥*=9 & x=3 ou x=-3

L'ensemble solution est donc: § = {-3; 3}
NS N
7.4 Somme et produit de deux inconnues

x+1y=25

Soit le systéme suivant : {
xy="P

—4

Ce systéme est symétrique, car on peut intervertir x et i sans que cela ne change
le systéme. Cela veut dire que si le couple (a, b) est solution alors le couple (b, a)

l'est également.

Ce systéme revient a résoudre une équation du second degré ot x et y seront les
solutions de cette équation. S représente la somme des racines et P leur produit.

On doit done résoudre :

N

X2—-SX+P=0
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Exemple : Soit a résoudre le systeme suivant : { ! _‘;i z ;ﬁ
¥ et y sont donc les racines de: X? — 18X +65=10

On calcule le discriminant A = 182 —4 x 65 = 64 = 8°
Comme A > 0, I'équation admet deux racines :

18 +8 18—8
X = — 1% _ 13 ot Xo=——C°_5
1 2 e /R 2

Les solutions du systéme sont donc: S = {(13,5); (5,13)}

/% On pourrait retrouver ce résultat graphiquement par l'intersection de la droite

y =18 —x etde l'hyperbole y = ?

8 Quelques problémes du second degré

8.1 Probléme de résistance équivalente

Dans un circuit électrique, des résistances ont été montées comme l'indique la
figure ci-dessous. Déterminer la valeur de la résistance x pour que la résistance
équivalente de l'ensemble soit de 6 ().

—

On rappelle que la résistance équivalente dans un circuit
 en série est la somme des résistances : Ry = Ry + R3

_1 .1
Rm;_Rl RZ

» en parallele est telle que :
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Le circuit est composé de deux parties, une partie en parallele et I'autre en série.

1 1 1 1 x+4
Dans la partie en paralléle : qu=1+E = R_gq= ;
en prenant l'inverse: Ryq = x
P v T T x 44

4
La résistance équivalente de l'ensemble est donc : ﬁ +r=6

en multipliant par (x +4), ona:
dx+x(x+4)=6(x+4) o 4+ +4r=6r+24 & r+2x—24=0

On calcule le discriminant : A = 4 + 4 x 24 = 100 = 10?

 =2+10

—-2-10
On obtient deux solutions : x; = =4 et 1= =

2 2
On ne retient que la solution positive. La valeur de la résistance est donc de 4 ()
-~/

-6
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