
 

Exercice N :1 (03pts) 

Répondre par « Vrai » ou « Faux » ; en justifiant la réponse. 

1) Toute suite croissante et bornée est convergente. 

 

2) Soit dans ℂ ; l’équation (E) :  𝑧2 − 2015𝑧 + 2𝑖 = 0 . Si 𝑧′ et 𝑧′′  sont les solutions de  

( E) , alors 𝐴𝑟𝑔(𝑧′) + 𝐴𝑟𝑔(𝑧′′) ≡
𝜋

2
(2𝜋) . 

 

3) lim𝑥→0 
𝑥 sin𝑥

1−cos𝑥
= 0 . 

 

Exercice N :2 (06pts) 

Soit 𝑓𝜃(𝑧) = 𝑧2 − (1 + 𝑖)(1 + 𝑒𝑖𝜃)𝑧 + 𝑖(1 + 𝑒𝑖𝜃)2   avec 𝜃 ∈ [0, 2𝜋[ . 

1) a) Vérifier que  𝑓𝜃(1 + 𝑒𝑖𝜃) = 0 . 

b) En déduire  les solutions 𝑧′ et 𝑧′′ dans ℂ de l’équation 𝑓𝜃(𝑧) = 0 . 

     2) Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé direct (𝑂, �⃗�  , 𝑣 ⃗⃗⃗   ) ; on considère les 

points E , F , M et N d’affixes respectives 𝑧𝐸 = 1 , 𝑧𝐹 = 𝑖 , 𝑧𝑀 = 1 + 𝑒𝑖𝜃 et 𝑧𝑁 = 𝑖(1 + 𝑒𝑖𝜃) . 

On désigne par (𝐶1 ) et (𝐶2) les cercles de centres respectifs E et F et de même rayon 1. 

a) Calculer 𝐴𝑓𝑓(𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) et 𝑓𝑓 (𝐹𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) . 

b) Montrer que lorsque 𝜃 varie dans  [0, 2𝜋[ ; M varie sur(𝐶1 ) et N varie sur (𝐶2) . 

c) Montrer que les droites (𝐸𝑀) et (𝐹𝑁) sont perpendiculaires. 

    3) Soit P le point d’affixe 𝑧𝑃 = (1 − 𝑖)𝑠𝑖𝑛𝜃 . 𝑒𝑖𝜃 

       a) Montrer que 
𝐴𝑓𝑓(𝐸𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗)

𝐴𝑓𝑓(𝐸𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )
= 𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃  et calculer  

𝐴𝑓𝑓(𝐹𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗)

𝐴𝑓𝑓(𝐹𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )
 . 

       b) Montrer que P est le point d’intersection des droites (𝐸𝑀) et (𝐹𝑁) . 
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Exercice N :3 (05pts) 

Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ∗ par :𝑓(𝑥) = {
 
√𝑥2+9−3 

𝑥
 𝑠𝑖 𝑥 < 0

𝑥2 sin(
2

𝑥
)

𝑥+1
    𝑠𝑖 𝑥 > 0

   

1) a) Montrer que pour tout réel 𝑥 > 0 on a : 
−𝑥2

𝑥+1
 ≤ 𝑓(𝑥) ≤

𝑥2

𝑥+1
 . 

b) En déduire la limite de 𝑓 à droite en 0 . 

c) Montrer, alors que 𝑓 est prolongeable par continuité en 0 , puis définir ce prolongement. 

      2) a) Montrer que 𝑓 est continue sur  ]0,+∞[. 

          b) Montrer que lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) = 2 . 

      3) Soit ℎ la fonction définie sur ]1, +∞[ par : ℎ(𝑥) = 𝑓(
1

𝑥−1
) . 

          a) Montrer que ℎ est continue sur ]1, +∞[ . 

          b) Calculer lim𝑥→1+ ℎ(𝑥) et lim𝑥→+∞ ℎ(𝑥) . 

Exercice N :4 (06pts) 

Soit la suite (𝑈𝑛) définie sur ℕ par : 𝑈0 = 1  et 𝑈𝑛+1 =
𝑈𝑛

1+𝑈𝑛
 

1) a) Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ on a : 0 ≤ 𝑈𝑛 ≤ 1 . 

b) Montrer que la suite (𝑈𝑛) est décroissante. 

c) En déduire que (𝑈𝑛) est convergente puis calculer sa limite. 

d) Montrer par récurrence que pour tout 𝑛 ∈ ℕ on a : 𝑈𝑛 =
1

𝑛+1
   . 

      2) Soit la suite (𝑆𝑛) définie sur ℕ par : 

          𝑆𝑛 = ∑ (−1)𝑘𝑛
𝑘=0 𝑈𝑘  = ∑

(−1)𝑘

𝑘+1

𝑛
𝑘=0 = 1 −

1

2
+

1

3
−

1

4
+………+

(−1)𝑛

𝑛+1
 . 

            On pose 𝑉𝑛 = 𝑆2𝑛     et  𝑊𝑛 = 𝑆2𝑛+1  . 

a) Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ on a : 𝑉𝑛+1 − 𝑉𝑛 =
−1

2𝑛+2
+

1

2𝑛+3
 ;  puis déduire que la 

suite (𝑉𝑛) est décroissante. 

b) Montrer que la suite (𝑊𝑛) est croissante. 

c)  Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ on a : 𝑊𝑛 ≤ 𝑉𝑛 . 

d) En déduire que les suites (𝑉𝑛) et (𝑊𝑛) sont adjacentes. 

e) Montrer, alors que la suite (𝑆𝑛) est convergente et donner un encadrement de sa limite. 

 

 

BON TRAVAIL 



     

 

 


