Exercicel
La courbe ¥ ci-dessous représente dans un repere orthonormal [O, 1 3 ] une fonc-

tion f définie sur R par f(x) = (ax + b)e %, olt @ et b sont deux nombres r
=] Y

! 2

La droite ¥ est la tangente a la courbe € au point A d’abscisse 0.
Cette tangente passe par le point B de coordonnées (3 ; 0).

1. Lire graphiquement f(0).
En déduire la valeur de b.

Lire graphiquement le coefficient directeur de la tangente %.

i
P PpFP

On note f' la fonction dérivée de la fonction f.
Pour tout réel x, calculer f'(x), puis en déduire la valeur de a.

Partie B : étude d’'une fonction et calcul intégral

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = (2x+3)e™".

1. a. Etudier lalimite de f en —oo.

b. Etudier la limite de f en +oo. Interpréter graphiquement ce résultat.
2. a. Démontrer que pour tout réel x, ona: f'(x) = (-2x—1)e™".

b. Etudier le signe de f’ sur R.
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bleau de variation de f.
3. a. Vérifier que pour tout réel x, ona: f(x) = —f'(x) +2e”

b. En déduire une primitive F de f sur R.

1
4. On considere l'intégrale I :f f(x)dx.
0
a. Calculer la valeur exacte de I, puis donner une valefir approchée de I a
1077 preés.
b. Etudier le signe de f(x) sur I'intervalle [0 ; 1].

c. Interpréter I comme l'aire, en unités d’aire, d'un domaine du plan a défi-
nir.

Exercice 2
PartieA:

On considere la fonction g définie sur 'intervalle |0 ; +ool par

g(x)=3-3Inx+x°.

1. a. Montrer que la fonction dérivée g’ de la fonction g peut s’écrire, pour tout
nombre réel x strictement positif, sous la forme :

!

gx)=

3(x—-1)(x2+x+1)

X
b. Déterminer le signe de g’(x) suivant les valeurs du nombre réel x.
c. En déduire les variations de la fonction g sur l'intervalle [0 ; +ool.

2. Donner la valeur de g(1).

3. Déduire des questions précédentes que la fonction g est strictement positive
sur l'intervalle 10 ; +ool.

PartieB :

On considere la fonction f définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par :
Inx . 1
flx)= 3— + Ex +1.

On note % sa courbe représentative dans le plan muni d’'un repére orthogonal (O, L d )

1. a. Déterminer la limite de la fonction f en +oo.
b. Déterminer la limite de la fonction f en 0.
a

2. a. Etablir que, pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle ]0 ; +ool,

ona:

fix)= {2 ) , ou g est la fonction définie dans la partie A.
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b. En déduire le signe de f'(x) sur I'intervalle ]0 ; +ocol.
c. Dresser le tableau de variation de la fonction f sur I'intervalle ]0 ; +ool.

3. a. Montrer que surl'intervalle [0,5; 1], la courbe ¢’ coupe I'axe des abscisses
en un unique point. On notera a 'abscisse de ce point.

A l'aide de la calculatrice, déterminer un encadrement de a d’amplitude
1§75,

—

1
4. On note 22 la parabole d'équation y = Exz + 1 dans le repere [0. 1, ] ) La

parabole 22 est représentée en annexe, a rendre avec la copie.
Etudier la position relative des courbes € et 2.
On précisera les coordonnées du point d’'intersection des courbes € et 22.

5. Tracer sur le graphique de I'annexe, a rendre avec la copie, la courbe %.

Partie C: calcul d'une aire

On note % le domaine du plan délimité, d'une part, par les courbes € et 22, d’autre
part, par les droites d'équations respectives x = 1 et x = e.

1. Hachurer le domaine % sur le graphique de 'annexe, a rendre avec la copie.

2. On consideére la fonction h définie sur 'intervalle ]0 ; +oo[ par

1
hix) = E(ln x}z.

Calculer h'(x), ou h’ désigne la fonction dérivée de la fonction h.

3. Calculer la valeur exacte de I'aire du domaine %, exprimée en unité d’aire.
6 4
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Exercice 1l

1. a. Onlit f(0) =3.
b. Ona f(0)=be " =b=3.
2. a. Lerepere est orthonormal, donc le coefficient directeur de la droite & est

—3
égala: f'(0) = = =-1

b. En appliquant la regle sur la dérivée d'un produit :
fl(x)=ae ™ +(-1)x (ax+ble*=e *(a—ax—b) =e *(a—3 - ax).
On a vu que f'(0) = -1, soit :
e'(a-3)=-1< a-3=-1< a=2.

On a donc quel que soit le réel s, f(x) = (2x+3)e™™ .

Partie B : étude d’'une fonction et calcul intégral

1. a. Ona xlim e ' =+ooet xlim (2x+ 3) = —oco, d'ou par produit de limites :
——00 ——00

J(1_'{1}"19@)”(.1:] = =,

b. On peut écrire en développant :
f(x)=2xe " +3e™ .

On sait que lim e " =0et que lim xe™
X—+00 X—+00

mites lim f(x)=0.
X—+o00

X X

= 0, donc par somme de li-

Géometriquement ce resultat signifie que I'axe des abscisses est asymp-
tote horizontale a ¢ au voisinage de plus 'infini.
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. Les résultats précédents montrent que :

. Onavuque f'(x) =e ¥ (a-3—ax)=(-2x-1)e™ ™.

. On sait que quel que soit le réel x, e > 0, donc le signe de ' est celui du

facteur (-2x-1).

—2x—-1>0 < -1>2x <— —E}x;

1
deméme -2x—-1<() < -1<2x <— —E-r;x.

- 1
- f est croissante sur | —oo; =3 :
- f est décroissante sur |——; +oo|. (ce qui correspond bien a la courbe

donnée).
Deplus f(-3) = (2x (—3) +3)e? =2e?.
On a donc le tableau de variations suivant :

x | —oo — +00
f'(x) - 0 -
28%
f(x) / \
—00 0

. Calculons : —f'(x) +2e™* = = (-2x-1)e *+2e ¥ =2xe *+e ¥ +2e F =

2xe ™ *+3e™* = (2x+3)e™* = f(x).

. Une primitive de — f'(x) est — f(x);

Une primitive de 2e™" est —2e ™",
Donc par somme : une primitive de — f'(x)+2e™* (donc de f(x)) est F(x)

—f(x)—2e " =—-(2x+3)e " -2 ' =-2xe *-3e -2 " =-2xe " -
5e *=F(x) =(-2x-5)e ™.

. D’apres la question précédente :

1
I:f f(x)dx = [F(x)]} = FQ)-F(0) = (-2 x1-5)e})—((-2x 0-5)e™?) =
0

~7e ' +5=5-7e"".
La calculatrice donne : I = 2,4248 = 2,425 2 107 preés.

e Onad<x€1=20<2x<2=23<2x+3<5.Doncsur[D;1],2x+3>0

et comme e " >0 pour tout réel x, f(x)>0sur [0; 1].

. Onvient de voir que sur 'intervalle [0; 1], la fonction [ est positive, donc I

est la mesure en unités d'aire de la surface limitée par |'axe des abscisses,
la courbe €’ et les droites d’équations x =0 et x = 1.

On vérifie sur la figure que I vaut a peu preés deux unités et demie.
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Exercice2
PartieA:

1. a. Sur |0 ; +ool, toutes les fonctions sont dérivables et sur cet intervalle :
gx)=-3—+3x"=3|x"—=|=3 '
X X X
Or x° — 1 s’annule pour x = 1 : on peut donc écrire :
x3—1=(x—1)(x*+bx+c), soit:

B-1=x+b+cx—x*—bx—c=x+ x*(b—1) + x(c—b)—c.
En identifiant les deux écritures: b—1=0 < b=1; -c=-1 < c=1.
Donc x* —1=(x-1) (2% + x+1).
3(x—1) (x*+x+1)
- :
b. Le trindbme x° + x+ 1 a un discriminant (A = 1 —4 = —3 négatif il est donc

du signe du coefficient de x* donc positif pour tout réel; comme x > 0 il
en résulte que le signe de g'(x) est celui de x— 1.

Finalement : g'(x) =

2

Doncsix>1, g'(x)>0;

six=1, g'(x) <0.
c. On en déduit le tableau de variations de g :
x |0 1

- \

2. g(1)=3-3In1+1°=3+1=4.
3. D’apreés le tableau de variations le minimum de la forfction g sur ]0; +oo] est
égal a 4, donc g(x) 24 >0sur]0; +ool.

PartieB :
1. a. Onsait que lim il =0,donc lim f(x)=+oo.
X—+o0o X X—+00
- Inx )
b. Ona lim =—— = —o0, donc lim f(x) = —oc0.
x—0 Xx a—0
txx-1xlnx 1 3-3lnx 3-3Inx+x’ (x)
2. a. f'(x)=3% +=X2X=———+Xx= B Lail
' i 2 i x% o
b. Onavualaquestion A 3. que g(x) >0 sur |0; +co[, donc sur cet intervalle

f'(x) > 0.

c. Lerésultat précédent montre que [ est strictement croissante sur ]0; +ool
de moins 'infini a plus l'infini.
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3. a. Lerésultat précédent montre que sur l'intervalle [0,5; 1], f eststrictement

_ 3In0,5 .
croissante de f(0,5) = =-3<0a
0.5+§0,52+1
3l 1, 1 3
Jl)= +=1*4+1l==1+1=—=->0,
1 2 2 2

Il existe donc un réel unique a tel que f(a) =0, a étant |'absci
unique ou la courbe € coupe |'axe des abscisses.

La calculatrice donne successivement: 0,5<a <1;

0,7<a<0,8;
0,73<a<0,74.
Inx
4. Soit d la fonction définie sur |0 ; +oo[ par d(x) = f(x) - (—xz +1|=3—+
X

1, 1, Inx
=Xt ]l = | =X 4 ]| = 3
2 2 X

Comme x > 0, le signe de d(x) est celui de In x. On saitque x>1=Inx>0et
O<x<1=Inx<0.

Sur ]0; 1[, d(x) <0 ce qui signifie que la courbe €’ est sous la parabole Z2.
Sur |1 ; +ool, d(x) > 0: la courbe € est au dessus de la parabole 22.
Pour x = 1 les deux courbes ont en commun le point (1 ; %]

5. Voir la figure
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Partie C : calcul d’'une aire

1. Voir la figure a la fin.

2. h estdérivable sur |0 ; +oo| et sur cet intervalle :

p 1 I nx
W (Xx)==x2INX X = = m—
2 X X

Inx
3. Donc h est une primitive de la fonction x — —.

X

Inx 3
Une primitive de la fonction x — 3— est donc = (In x)?.
. 2

On a vu que pour x > 1, la courbe ¢ est au-dessus de la parabole, donc I'aire
de la surface hachurée est égale a I'intégrale :

= 1, * lnx 3
ﬁf{X}—[EI +1)dx—ﬁ37dx—

e

3 3 3
1 2{me} 2() >
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