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SERIE DE MATHEMATIQUES N°3 LYCEE D’INDEPENDANCE

CLASSE :QUATRIEME SECONDAIRE , OUEDELLIL &
ECTION : SCIENCES EXPERIMENTALES + MATHEMATIQUES [ ANNEE SCOLAIRE :2011-2012
THEME : FONCTIONS RECIPROQUES
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EXERCICE 1

Montrer que les fonctions suivantes définissent une bijection de leur ensemble de définition sur un ensemble

a préciser , et écrire les fonctions réciproques :
2
) =3x—5 ; BE=v3-x ; Ex=x"-1sur o00] ; Q(x):ZX—Jrl sur [-11]
X7 +x+1

EXERCICE 2

Dans chacun des cas suivantes , montrer que f:1—R admet une fonction réciproque f-! , et calculer sa
dérivée au point indiqué entre parenthese :
1. a-I=R  fx)=x"+2x-1 (y=2)

b-I=R f(x)=x"+3x"+2x~1 (y=5)

justifier que les équations x® +2x-1=0 et x’ +3x° +2x-1=0 admettent une unique solution réelle
2- a-1=R", f(x) = —2x + xi (y =-3)
2
x“+1
b-I=[-11] fx)=—F—— (v=1)

X7 +x+1

EXERCICE 3

X

Montrer que la fonction f:x — . réalise une bijection de R sur }-11[ et donner expression de f-!

+[x]
EXERCICE 4

X
Soit f une fonction définie par : f(x)=<sinx’
1,six =0

X e ]— n,n[\{O}

1- montrer que pour tout x e 0,af : sin x - xcosx >0

2~ étudier les variations de f . déduire que f réalise une bijection de [0,n] vers [1,+o0]
3~ on note par g la fonction réciproque de f sur 0,7 , vérifier que pour tout x e [1,+oo[ 0N a xsin(g(x)) = g(x)

4~ calculer g(1) et lim g(x)

5~ calculer g'(x)en fonction de g(x)
EXERCICE 5

f) = 1-v1-x? 0
Soit f une fonction définie sur [-11] par : {09 =" — s #
£0)=0

1~ montrer que f est continue et dérivable en O

1

)z\/l—x2(1+\/1—x2)

3~ montrer que f admet une fonction réciproque f-!
4- a- soit Aun réel de |-1,1[ . montrer que ’équation f(x) = A admet une solution unique xo de J-1,1[

L e 2\
b- vérifier que f =\
1 <1 +22 )

2~ montrer que pour tout réel x de de -1,1[ ; f'(x

¢~ en déduire 'expression de f ~Ipour tout x de I
5~ tracer dans un méme repere orthonormé les courbes @ et @l



EXERCICE 6 (unité graphique 4cm)

Soit f 1a fonction définie sur [0,1] par f(x)= T x
—X
On désigne par @ sa courbe représentative dans un plan rapporté a un repere orthonormé (O,7,7)
1~ a-~ étudier la dérivabilité de f a droite de O . interpréter graphiquement le résultat .
b-~ dresser le tableau de variations de f
2~ a- montrer que f admet une fonction réciproquef™ définie sur un intervalle ] que I’on précisera

on désigne par ‘@'sa courbe représentative
b- expliciter f ! (x) pour tout x €]
3~ tracer et @
EXERCICE 7

Soit f 1a fonction définie sur [0,1]par f(x)= sin(g X)
1~ étudier la dérivabilité¢ de f en O
2~ dresser le tableau de variations de f
3~ a~ montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle ] que 'on précisera
on désigne par ‘@'sa courbe représentative
b-étudier la continuité et le sens de variations de g

4-a- montrer que g est dérivable sur [0,1] et que pour tout x e[0,1] g'(x)=

L 4 T+x*
b-montrer que que pour tout xe[0,1] g'"(x)=—

T(1—x*W1-x*

EXERCICE 8
. . e - 1
1°/ Soit f 1a fonction définie sur R+ par f(x) = .
P ( vx+1
a~- Montrer que f est dérivable sur R+.
X2 X
b- Montrer que pour tout x>0, x— < - <x.
X+

2
¢~ Montrer que la fonction u définie sur [O,l]par u(x) = x —% réalise une bijection

de [0,1]sur {O,ﬂ et expliciter u™"(x) pour tout x e [O,ﬂ .

2°/ Soit g la fonction définie sur R+ par g(x) = et 7, sa courbe représentative dans un repere

X
vx+1
orthonormé (O,T, ])

a~ Interpréter graphiquement la double inégalité démontrée en 1°/b).

b- Montrer que g réalise une bijection de R+ sur R+ . Onnote g~ la fonction réciproque de g
¢~ Tracer dans le méme repére les courbes 7, , 7,7, et “ .

3°/ Soit (U,) la suite définie sur N par U, = Lot U .,=g(U),n>0.

J2
a~- Montrer que (U, )est croissante.

b~ Montrer que (Un )est non majoree.
c~ En déduire lim U, .

n—-+oo

4°/ a-~ En utilisant la question 2°/¢), justifier que pour tout x e {0,%} , x<g ' (x)<1-1-2x.

b~ En déduire la limite de la suite (v, )définie par V, =ng™ (lJ .
n



EXERCICE 9

Soit la fonction f définie sur {O,E[ par f(x)= !
2 2cosx

1~ montrer que f est une bijection de {Og[ sur un intervalle I que Pon déterminera

2~ on considere la fonction g définie sur {Oﬂ par g(x)=sinx—2cos’ x
a~¢tudier les variations de g
b~-montrer que ’équation g(x) =0 admet une unique solution o e }Og[ . vérifier que g <a< %
T

c~en déduire le signe de g(x) sur {O 2}

3-~Soit la fonction h définie sur {Og[ par h(x)=f(x)—x

a~¢tudier les variations de h

b-prouver que h(a) <0

c~en déduire que 1 ’équation h(x)=0 admet exactement deux solutions r et r’ tels-que
T T T, om
—=<r<— et =<r<x—
6 4 3 12

d-interpréter graphiquement les résultats

e-tracer @ et ‘@' dans un méme repére orthonormé (O,7,7)

EXERCICE 10

T 1+sinx
272
T T

2’2

On considere la fonction g définie sur} [ par g(x)=

1-sinx
1

1—-sinx

1~ justifier la dérivabilité de g sur} [ et montrer que g'(x) =

2~ déduire que g est une bijection de }— g,g[ sur un intervalle ] que ’on précisera
3- montrer que g! est dérivable sur ] , et que (g7')' (%)= 22 .

X"+
4~ pour xeJ ,0n pose ¢(x)= g’l(x)+g’1(1)

X
a~ montrer que ¢ est dérivable sur J et calculer ¢'(x)
b~ en déduire que pour xeJ , g™ (1) =—g(x)
X
EXERCICE 11

Soit n un entier naturel non nul et soit f, la fonction définie sur R par f, (x) =x" +3x+1

1~ a- dresser le tableau de variations de fy

b-montrer que f est une bijection de R sur R . on pose h sa réciproque

Cc~ ¢tudier la continuité et le sens de variations de h

d- montrer que ’équation f, (x)=0 admet une solution unique a, € -10]
2~ a~- montrer que pour tout réel x de |-1,0[et pour n de N": f_,,(x)<f,(x)

b~ montrer que la suite (a,)est croissante et qu’elle est convergente

c~ montrer que pour tout n de N': o, = 2_—1
o, +3n
d~ en déduire que -t <a, <—— . calculer alors lim o,
3n 3n+1 n—+oo

3~ tracer Of et ‘O g~ Cf et O
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de chaque fonction réciproque

déterminer
2~ Tracer dans le méme repere la fonction réciproque de chaque fonction en précisant le domaine de dérivabilité

1~ Verifier que chacune des fonctions suivantes est une bijection d’un intervalle I sur un intervalle J a

EXERCICE 12
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