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Divisibilité dans Z A. LAATAOUI

« Les mat/;ématz'yuecf sont Jes reines des sciences et | 'arz't/;métz'yue Ja reine des mat/;ématz'yueas »

I. Diviseurs et multiples d’entiers :

4 Multiples d’entiers relatifs :

Soit un entier n, on dit que m est un multiple de n, si et seulement si, il existe k € Z tel que m = kn.
Exemple : les multiples de 7 sont: {..., -21,-14,-7,0, 7, 14, 21, 28, .......... } ensemble noté 7Z.
Remarque : 0 est un multiple de tous les nombres.

4+ Relation de divisibilité :
Soient deux entiers relatifs a et b.
a divise b si et seulement si :
*il existek € Z tel que b =ak
* b est un multiple de a.
On dit aussi que a est diviseur de b ou que b est divisible par a

«adivise b » est noté a| b.

Remarques :

- 1et-1divisent tous les nombres.

- Unnombre a admet au minimum quatre diviseurs {1, -1, a, -a}.
- adivise a.

- aestundiviseurde0. (0 =ax0).

- 0Oestundiviseur de 0. (0 = 0xk).

Activité 2 page 148 :

1) D ={-15-5-3,-11,3,5,15}
D, ={-143,-13,-11,-1,1,11,13,143}
D =D, ={,-1}
D, =7

2) Pestunnombre premier. D, = {—p, -1,1, p}

“ Propriétés de la relation de divisibilité :

Pi1:Sib|aalors-b|a
bja<a=bk<a=(-b)(-k) < -b]|a.
P2:Sib|aalors|b|<|a|(a=0)
b|a=a=bk= |a] = bx|k|, ora# 0=k € Z* = k|21 =|b|x|k| = |b| =|a]> |b|.
( En valeur absolu le diviseur est plus petit que le dividende)
P3: Sia|betb|calorsa]c.
b=axketc=bxkalorsc=ax(kxk’)alorsa]c.
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P4:Si ajbetb|aalorsa=boua=-b.
alb=lal<|bjetb|a=|b|<|a];doul|al=|b|=>a=boua=-b.
P5:Si a|beta]calorsa|ub +vc (uetvsont deux entiers).
albeob=axketalcec=axk’,douub+vec=a(uk+vk’)=a|ub+vc.
P6:Sia|balorsa|bc, VceZ
a|balors b = ak donc bc = a(ck)
P7: Sia|balorsac|bc, Vc e Z.
a|balors b = ak donc bc = (ac)k.

Activité 4 page 149 :
1) 714200= 742003
713521 = 7352110 = 7[42003 + 352110,
2) 131260 = 13260260 = -13| 260260 = 260260 = -13k
Supposons que -13 | 260260+ 11 = 260260+ 11 =-13K’ = 11 =13(k- k') = 13| 11 : absurde
3) a=42424242424241 =42k +41
Si-42|a=>a=-42K = 42k + 41 =-42K =41 =42k " = 42|41 : absurde.
4) nln-6<n-6=nk<(n-6/n)=keZ<1-6/neZ<n|6<neDe={-6-3-2,-1,1,2, 3,6}

I1. Division euclidienne dans Z :

+ Soientaetb deux entiers naturels tels que b = 0.
Effectuer la division euclidienne de a par b, c’est trouver deux entiers q et r tels que a=bq + r avec
0<r<b; qestle quotient, r est le reste, a est le dividende et b est le diviseur.

Exemples :

36=2x114+8;q=2 etr=28.

14=0x36+14;q=0etr=14.

0=0x36+0;q=0etr=0.

Remarque : Ne pas négliger la condition 0 <r <b.

Exemple : 24 =2 x 7 + 10 n’est pas la division euclidienne de 24 par 7. (24 =3x7 + 3).

£ Soientae Z etbe Z* ilexisteqe Z etre {0,1, 2, ......... ,/b|-1} telsquea=bq+r;qetrsont
uniques.

Exemples :
15=2x7+1;q=2etr=1.

-15=-2x7 + (-1) n’est pas une division euclidienne.

-15=-3x 7 + 6 c'est la division euclidienne -15 par 7.

+ Soienta’e Z' etbe Z .

Pour diviser a’ par b, il est conseiller de diviser -a’ par b d’abord.

Exemple :
36=2x14+8

2x14<36<3x14
-3x14<-36<-2x14
-36=-3x14+6,q=-3etr==6.

En général : « Propriété d’Archimede »
-V aetbdeux entiers naturels (b < a) il existe q € IN tel que bq <a <b(q+1)
g est le quotient de a par b.
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[II.

-  Toutentiera‘e Z peut étre encadré de maniére unique par deux multiples consécutifs de
I'entier strictement positifb: bqg<a’ <b(q+1);a’ =bg+ravec0<r<b.

Exercices 7 et 8 page 157.

Congruence dans 7Z :

Définition :
Soitn>1 un entier eta,b € Z, on dit que a est congru a b modulo n s’il existe un entier k € Z tel que
a=b+kn;onécritalorsa=b[n]oua=b (modn)oua=,b.

Remarque :
a=b [n] si et seulement si a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n.

En effet :

&<)sia=nq+retb=nq +ravec0<r<nalorsa-b=n(q-q)=a=b+n(q-q)= a=b|[n].
=) sia=b[n]alorsa=Db +kn.

Supposons que a = nq + r et montrons queb =nq’ +r

b=a-kn=nq+r-kn=n(q-k)+r

Exemple :

6=-15[7]car6 =-15+7x 3.
-15=-3x7+6
6=0x7+6

Théoréme :

Soitn > 1 entier

Pour tout a € Z, il existe un unique entier r €{0, 1, ....., n-1} tel que a=r [n] ; on dit que r est le reste
modulo n de a.

Activité 3 page 152.
a) 31=3[7];31=7x4+3
b) -31=1[5];-31=-7x5+4
c) -2=2[4];-2=4x(-1)+2.
d) 914=21[19];914=48x19+2=47x19+21
e) 21=0x47+21
-21=-47+26
914 =47x19+21;26#21 =914 #-21(mod 47).

Activité 4 page 152

1) a=2[6]=a=2+6q
b=3[6]=b=3+6q
ab=(2+6q)(3+6q)=2(1+3q)x3(1+2q)=6(1+3q)(1+2q)e6%Z.
2) ae Z.
a) a=r[6];re{0,1,2,3,4,5}.
b) a=r+6k;0<r<6

e Sir=0alorsa=6k= a®=36k?=6x 6k* = a*= 0(mod6)
e Sir=1lalorsa=6k+1=a?=36k®+ 12k +1=>a®=6(6k*+2Kk) + 1 = a’=1(mod6)

e Sir=2alorsa=6k+2=>a%=36k?+ 24k + 4 = 6(6k? + 4k) + 4 = a® = 4(mod6)
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e Sir=3alorsa=6k+3=a®=36k?+36k+9=6(6k?+6k+1)+3=a’=3(mod6)

e Sir=4alorsa=6k+4=>a%=36k?+48k + 16 = 6(6k* + 8k + 2) + 4 = a* = 4(mod6)

e Sir=5alorsa=6k+5=>a%=36k?+ 60k + 25 = 6(6k* + 10k + 4) + 1 = a?=1 (mod6)

Ainsi on a le tableau de congruence de a*? modulo 6 :

a=....(mod6) 1

2

3

a’=...(mod6) |0 1

Propriétés
Soient a, b, c et d quatre entiers et n € IN*

a=aln]
sia=b[n] alors b=a[n]
sia=b[n] et b=c[n] alors a=c[n].

R EEE

Exercice résolu 4 page 153.

Activité 5 page 153.

566 - 6=560=80x7 e 77 = 566=6[7] = 5662 =36[7], or 36 = 1[7] = 566 = 1[7]

= (5662)" =11[7] ¥ n> 0= 566" =1[7].

Exercice résolu 5 page 153.

si a=b[n] alors ha = hb[n] pour tout entier h
si a=b[n] alors am=bm[n] pour tout entier m > 0.

[n]

[n]
sia=b[n]etc=d[n]alorsa+c=b+d[n]etaxc=bxd[n]

[n]

[n]
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