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CH7 — Géométrie :

Produit scalaire et vectoriel de Lespace MY,

A. LAATAOQUI

3%me Maths

Rappels sur le produit scalaire dans le plan

Soient u et v deux vecteurs du plan. On appdle produit scalaire des vecteurs u e v le nombrerée noté
u- v déini de I’ une des fagons suivantes :
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[l Siuevsontnonnulsalorsu- v = ”u”x"v“xcos(u,vj .Sinonu- v =0.
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[ J egv [ J dans un repére orthonormé du plan alors u-v= XX'+ yy'.
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Extension al’ espace
Définition

Soient u et v deux vecteurs non nuls de espace.
Soient A, B et C trois points tels que u=AB e v=AC
- - - . A
Alorsu- v = ||u||><||v||xcosBAC
ATTENTION : dans I’ espace, la notion d’ angle orienté de vecteurs n' existe pas.

Propriétés 1
REGLES DE CALCUL : pour tous vecteurs u,vetwe pour tout réel k,

UrU= oo U- VSV U

G (VW) = : (k8)v =k (G V)

o L2 -2 -2

[ = A =
REMARQUES :

Lorsque ||ﬂ|| =1, ondit queﬁ est unitaire; ||ﬁ|| -0, e seulement si, u=0.

Activités 2 et 3 page 179.

Propriétés 2

Pour tous vecteurs u et v del’espace, ona:
- e <M
6] = [u]x|V]. o e sevtement s, G e ¥ sont v
Joe e+

Orthogonalité et projection orthogonale sur une droite

Théoréme

Deux vecteurs u et v del’ espace sont orthogonaux si, e seulement S, ....oooevvveveenniennne.
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Définition

Soit 7 une droite de I’ espace. On appelle projection orthogonale sur & I’ application qui, a tout point M
del’ espace, associele point M’ intersection de la droite 7 et du plan perpendiculairea ' passant par M.
On dit que M’ est le projeté orthogonal deM sur &

Propriété

Soient A, B et C troispointstelsque A= B.
Si H est le projeté orthogonal de C sur (AB) alors AB-AC = AB- AH

Activité 2 page 181.

Expression analytique

L’ espace est muni d'un repére orthonormé (O, i, j,k) .

Soient u et v deux vecteurs de coordonnées respectives (x,y.2) e (x',y",z") danslabase
orthonormée (T]E) Us VS oo, ; ||ﬁ|| T
Pour tous points M (x,y,z) & M (X, y,z'), MM "=.........cociiiiiiiiiii

Activités 3 et 4 pages 184.

Applications du produit scalaire dans |’ espace
Vecteur normal a un plan

DEFINITION : Soit A un point de |’ espace, n un vecteur non nul e 7 un plan.
On dit que le vecteur n est normal au plan.” s ladroite 7 (A, ﬁ) est perpendiculairea.” .

PROPRIETES :

1 Unvecteur non nul n est normal &.7 (A,G,Q), S e seulement s, n-u=0 e n-v=0.

71 Deux vecteursnon nuls n e n' sont normaux a un méme plan, si e seulement s, ils sont

Activités 3 page 181 et 5 page 182.

Exercice 11 page 193.
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Produit vectoriel dans |’ espace

Avant toutes choses, nous avons besoin dans ce paragraphe, dorienter I'espace, c'est-a-dire distinguer
les deux

types de repéres suivants :

- Repére
Repere = indirect
direct

Soit un observateur se tenant debout, dans I'axe (O, E) , lespieds en O et regardant le point I.

Un repére est dit "direct” si, I'observateur ale point J asa gauche. Il est dit "indirect" dansle cas
contraire.

L'espace é&ant orienté, il est alors possible d'orienter tout plan del'espace :
Soit (OT]) un repére d'un plan P. Soit kK un vecteur normal au plan P. On dira que le repére
(0i])est

direct dans P lorsque le repére (O,T,],E) I'est dans |'espace :

N . i % Repére du
;ip;]e(rjierg; i > plan indirect

Les bases de I'espace ou des plans sorientent de la méme fagon que les repéres.
Remarque :
Permuter deux vecteurs change |’ orientation d’ une base.
Activité 1 page 185.

Définition

- - - -
On appelle produit vectoriel de deux vecteurs u et v levecteur noté u A v défini par :

- - . . - - —>
Lorsgue u et v sontcolinéaires: u A v= 0.

- N —
Lorsque u et v sont non colinéaires (a donc non nuls) : ‘Rﬁgpg : levecteur nul est colinéaire a tout vecteur.

- - L7 - . . - -
. U A vestorthogonad a u et v (directionde u A v)

N

@ -> o o . N N
. (u,v,u A v)estunebasedirecte (sensde u A V)

- - - - o o - -
. luavi=]ullllvlsn(u,v) (norme ou longueur de u A V)
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- - - - —> -
Cas des vecteurs colinéares : d'aprésladéfinition, 5 u et v sont colinéairesdors u A v= 0 .Deplus s u

- L. - - —> . - - - -
et v sont non colinéaires (et doncnonnuls) ,alors u A v # 0 puisque|]u ||#0,||v]=0e (u,v)=0(n).

On peut donc énoncer la conséquence suivante

- -

- . . . . - —>
u et v sontcolinéairess et seulements u A v= 0

Cequi seraparfois un critére pour savoir s trois points sont alignés ou non.

Propriétés
) ) - - - -
Antisymérie: u A v=—(V A U).
Bilinéarité (linéarité par rapport aux deux variables) :

- -

- - - - - - - - - . . . .
(Uu+ vV)aAw=uArw+Vawe (Au)a v=ru A Vv) (linéarité par rapport ala premiére variable)

- -

- - - - - - - - - o . .
UAa(V+w)=uAav+uaweunan Av)=Au A v (linéarité par rapport ala seconde variable)

Théoreme

Dans un repére orthonormédirect de |’ espace :

S a(X;y;z)etT/(x';y';z')alors_l] /\T/(yz'—zy';zx'—xz';xy'—yx')

Nous admettrons ce théoréme.
- -

Régle pratique pour calculer lescoordonnéesde u A v

5
On écrit sur une ligne les coordonnées de u en répéant, a la suite la premiére et la seconde coordonnée. On

- - -
procede de méme avec v sur une seconde ligne. Les coordonnéesde u A v sont obtenues & l'aide des produits

ARG

Premiére coordonnée : Deuxiéme coordonnée : Troisiéme coordonnée ;
yz —-zy' zXx'—-x7 Xy —yXx

en croix suivants:
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Activité 2 page 188.

Applications du produit vectoriel

Aired untriangle et d un paralld ogramme:

Lorsque ABC est un triangle, on a éablit en deuxieme quel’aire S de ABC est donnépar : S =%bcsin A
Cequi s écrit : S=%||A—c||x||A—B||x‘sjn é?c‘ — Aire (ABC) = %”EA A—c||

De méme en présence d' un parallélogramme ABCD, on a: Aire (ABCD) = ||Es A E)” .
Activité 3 page 188.

Volume d’' un té&raedre:

Activité 4 page 189.

Levolume d un té&raedre ABCD est V = 1|(ﬁ:/\ ﬁ)) 8—4
6

Distance d' un point a une droite :

Activité 5 page 189.
D
Ladistanced un point A aladroite D(B, u) estd= W
u
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