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I- Soit la fonction f définie sur 0,
2
π 

  
par : 3 2( ) tanf x x=  

 

1- a) Montrer que f est continue sur 0,
2
π 

  
et dérivable sur 0,

2
π 

  
. 

b) Calculer '( )f x pour x élément de 0,
2
π 

  
et montrer que f n’est pas dérivable à droite en zéro. 

 

2- a) Montrer que f réalise une bijection de 0,
2
π 

  
sur un intervalle J que l’on précisera. 

b) Tracer les courbes représentatives de f et de 1f −  dans un même repère orthonormé ( ), ,O i j
r r

. On 

calculera 
4

f
π 

 
 

et
3

f
π 

 
 

. 

c) Sans calculer ( )1 2f − , prouver que ( )1 2f −

3
π

> . En déduire que ( )1 2f − 1> . 

 
3- a) Montrer que 1f −  est dérivable sur ] [0,+∞ et calculer ( ) ( )1 'f x− . 

b) Montrer que 1f −  est dérivable à droite en zéro. 
 

II- 
1 ( )

4( )
1

f x
H x

x

π− −
=

−
 et (1)H a= . 

 
1- déterminer le domaine de définition D H  de H . 

 
2- Déterminer a pour que H soit continue sur D H . 

 
 

III- On pose ( ) ( )1 2 1
2

1x f x f
x

ϕ − −  = +  
 

. 

 

1- a) Montrer que ϕ est dérivable sur ] [0,+∞ et calculer ( )' xϕ . Déduire que : ] [ ( )0,
2

x x πϕ∀ ∈ +∞ = . 

c) Déduire que : 1 1 1* ( )
2

n f n f
n

π− −  ∀ ∈ + = 
 

¥ . 

 
2- Démontrer que : { } ( ) ( )1 1 1*  et 0,1, 2,..... : ( ) 2n k n f n f n k f n− − −∀ ∈ ∀ ∈ ≤ + ≤¥ . 

 

3- Soit la suite ( ) *n nU
∈¥  définie par : 1

0

1 1

1

n

n
k

U f
n n k

−

=

=
+ +

 
 
 

∑ . 

Montrer que : 1 11 1*
2 nn f U f

n n
− −   ∀ ∈ ≤ ≤   

   
¥ . En déduire lim nn

U
→+∞

. 
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IV- On pose ( ) ( )1 1h x f x−= +  
 

1- Etudier et représenter graphiquement h  
 

2- Montrer : [ [ 51, 0 ( )
3

x h x∀ ∈ − +∞ ≤ ≤ . 

 
3- Montrer que l’équation ( )h x x= admet une seule solution α  dans [ [1,− +∞ (on admet que 

( )' 1 1h x x< ∀ > − ). Prouver que : 51
3

α≤ ≤ . 

 

4- On pose 
( )

0

1

4
3

n n

v

v h v n+

 =

 = ∀ ∈ ¥

 

a) Montrer que : n∀ ∈¥  51
3nv≤ ≤  

b) Montrer que : 51,
3

x  ∀ ∈   
on a : 4

'( )
5

h x ≤ . 

c) Montrer que n∀ ∈¥  1

4

5n nv vα α
+

− ≤ − . Prouver que lim nv α= . 
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I. 3 2( ) tan=f x x , ∀ 0,
2

x π ∈   
⇒ ( )

2
3( ) tanf x x=  car tanx ≥ 0, ∀ 0,

2
x π ∈   

. 

1- a) n
u

x ta x 
 
 

a  est continue et positve sur 0,
2
π 

  
⇒ 

2
3f u=  est continue sur 0,

2
π 

  
. 

n
u

x ta x 
 
 

a  est dérivable et strictement positive sur 0,
2
π 

  
⇒ 

2
3f u=  est dérivable sur 0,

2
π 

  
. 

  b)  0,
2

x π ∀ ∈   
, on a : [ ]

2 1
3

1 3
3

2 2 1 tan ² 2 (1 tan ² )'( ) '( ) ( ) 0
3 3 3 tan(tan )

x xf x u x u x
xx

−
 

+ + = = × = × > 
  

. 

  
( )

2
3

30 0 0

1 0

tan( ) (0) tan 1lim lim lim
tanx x x

xf x f x
x x x x+ + +

+

→ → →

−  = = × = +∞ 
 

↘ ↘
14243 123

  

⇒ f n’est pas dérivable à droite en 0. 

2- a)  f est continue et strictement croissante sur 0,
2
π 

  
donc f réalise une bijection de 0,

2
π 

  
sur       

    f( 0,
2
π 

  
) = [ [

2

(0), lim 0,f f
π −

 
 
 

 
  = +∞ 
  

. 

b) 

2 33

1 ;  
4

tan 3 1.4
3 3

f

f

π

π π

  = 
 

   = =   
   

;
. 

c) 3 3 1.4 2
3

f π  = < 
 

;  

⇒ 1 (2)
3

fπ −<  

[ [

1  est strictement croissante 
sur 0,
f − 

  +∞ 
 

Or 1
3
π

> ⇒ 1(2) 1f − > . 
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3- a) f est drivable et ' 0f ≠ , sur 0,
2
π 

  
⇒ 1f −  est dérivable sur ] [0, 0,

2
f π   = +∞    

 et on a :  

( ) ( ) ] [1
1

1'( ) ,  0,
' ( )

f x x
f f x

−
−

= ∀ ∈ +∞  

⇒ ( )1 1

3

1'( ) , où  ( )
2 (1 tan ² )
3 tan

f x f x t
t

t

− −= =
+

×
 

⇒ ( )
3

1 3 tan'( )
2 (1 tan ² )

tf x
t

− = ×
+

 

Or ( )21 3 3 3( ) ( ) tan ² tan tanf x t f t x t x t x t x− = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

De plus on a : 3 3tan ² 1 tan ² 1t x t x= ⇒ + = +  

⇒ ( ) ( )
1

3

3'( )
2 1

xf x
x

− =
+

, ] [ 0,x∀ ∈ +∞ . 

b) {

{

1

1 1

0 0 0
On pose ( )  

( ) (0) 1lim lim lim 0
( )( )x y y

f x y

f x f y
f yx f y

y

+ + +
−

− −

→ → →
=

+∞

−
= = =

↘

 

⇒ 1f −  est dérivable à droite en 0 et on a :  ( )1 ' (0) 0df − =  

II.   

1 ( )
4( )

1

f x
H x

x

π− −
=

−
 et (1)H a= . 

 
1- [ [0,HD = +∞  

2- 
1 ( )

4
1

f x

x
x

π− −

−

 
 
 
  
 

a  est continue sur [ [ { }0, \ 1+∞ , puisque 1f −  est continue sur [ [0, +∞  

 

( ) ( )

1
1 1

1
31 1

( )
4

1

( ) (1) 3 1 3lim lim '(1)
1 42 1 1x x

f x

x

f x f f
x

π−
− −

−

→ →

−

−

−
= = = =

− +
 

Pour que 1f −  soit continue sur [ [0, +∞ il faut que 3
4

a =  

III. ( ) ( )1 2 1
2

1x f x f
x

ϕ − −  = +  
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1- a) Dérivabilité de ϕ sur ] [0,+∞  : 

  

] [

[ [
] [( ) ] [ [ [

1

²  est dérivable sur 0,

 est dérivable sur 0,

0, 0, 0,

v
x x

f

v

−

  +∞   +∞


+∞ = +∞ ⊂ +∞


a

 

⇒ 1f v− o  est dérivable sur ] [0,+∞  

 

] [

[ [
] [( ) ] [ [ [

1

1  est dérivable sur 0,
²

 est dérivable sur 0,

0, 0, 0,

w
x

x
f

w

−

  +∞   +∞


+∞ = +∞ ⊂ +∞


a

 

⇒ 1f w− o  est dérivable sur ] [0,+∞  

Ainsi 1 1f v f wϕ − −= +o o  est dérivable sur ] [0,+∞ et on a : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

1 1
3 33

13
3 ² 2 ²'( ) '( ) ' ( ) '( ) ' ( ) 2 0

2 1 ² 12 1
²

x xx v x f v x w x f w x x
xx

x

ϕ − −

 
  
 / /= × + × = − =    / +      / +       

 

] [ ( ) ] [

] [ 1

0, ' 0 0, ,  ( ) = constante 

0, , ( ) (1) 2 (1)=2  
4 2

x x x x

x x f

ϕ ϕ

π πϕ ϕ −

∀ ∈ +∞ = ⇒ ∀ ∈ +∞

⇒ ∀ ∈ +∞ = = × =
 

b) Soit n ∈ IN*, ( ) 1 1 1( )
2

n f n f
n

π
ϕ − −  = + = 

 
. 

2- 
{ }

[ [ ( ) ( )1 1 1 1

*  et 0,1,2,..... ,  on a : 0  k  n  n  n + k  2n 

et puisque  est strictement croissante sur 0, ( ) 2

n k n

f f n f n k f n− − − −

∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

+∞ ⇒ ≤ + ≤

¥
 

3- 1

0

1 1

1

n

n
k

U f
n n k

−

=

=
+ +

 
 
 

∑  

1 1 10 < n  n + k  2n  0 < 
2n n k n

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤
+

 

[ [1  est strictement croissante sur 0,f − +∞ ⇒  1 1 11 1 1
2

f f f
n n k n

− − −     ≤ ≤     +     
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{ }*  et 0,1, 2,.....n k n∀ ∈ ∀ ∈¥  ⇒ 

( ) ( )1 1 1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1 1 11 1
2 2

n n n n

k k k k
f f f n f f n f

n n k n n n k n
− − − − − −

= = = =

           ≤ ≤ ⇒ + ≤ ≤ +           + +           
∑ ∑ ∑ ∑  

⇒ 1 1 1

0

1 1 1 1
2 1

n

k
f f f

n n n k n
− − −

=

     ≤ ≤     + +     
∑   

⇒ 1 11 1
2 nf U f
n n

− −   ≤ ≤   
   

, *n∀ ∈ ¥  

1 11lim (0) 0
2n

f f
n

− −

→+∞

  = = 
 

 ; 1 11lim (0) 0
n

f f
n

− −

→+∞

  = = 
 

 et 1 11 1
2 nf U f
n n

− −   ≤ ≤   
   

 

⇒ ( )nU  converge et lim 0nn
U

→+∞
= . 

IV. ( ) ( )1 1h x f x−= +  

1- ( )h x existe si et seulement si ( ) 11
f

x D −+ ∈  ⇔ 1 0 1x x+ ≥ ⇔ ≥ −  

⇒ [ [1,hD = − +∞  

1 , où ( ) =   1h f x xψ ψ−= +o  

1  et f ψ−  sont continues et strictement croissante ⇒ 1h f ψ−= o  est  continue et strictement 

croissante sur [ [1,− +∞  

(N.B : ( ) ( )1 1'( ) '( ) '( ) '( ( ))h x f x x f xψ ψ ψ− −= = × =o
( )( )3

3 1

2 1 1

x
x
+

+ +
, ∀ x ≥ - 1) 

1

'( ) 0

2
( )

0

x

h x

h x

π

− +∞

+
 

( ) ( )1h i f
C t C −−

= r  
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2- [ [ 51, 0 ( )
2 3

x h x π
∀ ∈ − +∞ ≤ < ≤  

3- On admet que : ( )' 1 1h x x< ∀ > −  

Montrons que l’équation ( )h x x= admet une seule solution α  dans [ [1,− +∞  

( )h x x=  ⇔ ( ) 0h x x− =  

On pose ( ) ( )h x x g x− =  

g est dérivable sur [ [1,− +∞ et on a : '( ) '( ) 1 0g x h x= − < , ∀ x > - 1 ( ' '( 1) ( 1) 1 1d dg h− = − − = − ) 

1

'( ) 1
1

( )

x

g x

g x

− +∞

− −

−∞

 

g est continue et strictement décroissante sur [ [1,− +∞ donc g réalise une bijection de [ [1,− +∞ sur 

] ],1−∞  

] ]0 ,1∈ −∞ donc il existe un réel unique α ∈ [ [1,− +∞ tel que g(α) = 0 ⇔ h(α) = α 

Montrons que 51
3

α≤ ≤  : 

1(1) (1) 1 (2) 1 0g h f −= − = − >  (D’après I. 2- c)) 

5 5 5 0
3 3 3

g h   = − ≤   
   

 car [ [ 51, 0 ( )
3

x h x∀ ∈ − +∞ ≤ ≤  

On a 5 ( ) (1)
3

g g gα  ≤ ≤ 
 

et 1g −  est strictement décroissante sur ] ],1−∞ ⇒ 51
3

α≤ ≤  
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4- 
( )

0

1

4
3

n n

v

v h v n+

 =

 = ∀ ∈ ¥

 

a) Montrons par récurrence que : n∀ ∈¥  
51
3nv≤ ≤  

• Pour n = 0, 0
4 51
3 3

v≤ = ≤  

• Pour n ≥ 0, supposons que 51
3nv≤ ≤  et montrons que 1

51
3nv +≤ ≤  

En effet : 51
3nv≤ ≤  et h est strictement croissante sur [ [1,− +∞  

⇒  ( ) 5 51 (1)
3 3nh h v h  < ≤ ≤ ≤ 

 
 

⇒ 1
51
3nv +≤ ≤  

Ainsi n∀ ∈¥  
51
3nv≤ ≤  

b) Montrons que : 51,
3

x  ∀ ∈   
on a : 4

'( )
5

h x ≤ . 

( )( )
?

3

4
'( )

5

3 1
2 1 1

h x
x
x

≤
+

=
+ +

 

5 8 81 2 1 2 1 3 2 3 1 24 3 2 3 1 2 6
3 3 3

x x x x x< < ⇒ < + < ⇒ < + < ⇒ < + < ⇒ < + <

 

( ) ( ) ( )( )3 3 38 512 539 10782 1 8 1 9 1 1 18 2 1 1
3 27 27 27

x x x x< + < ⇒ < + < ⇒ < + + < ⇒ < + + <  

⇒ 
( )( )3

27 1 1
1078 182 1 1x

< <
+ +

 

⇒ 
( )( )3

3 1 2 6 6 4'( )
18 9 52 1 1

x h x
x
+

< ⇒ < <
+ +

 

c) n∀ ∈¥  1

4

5n nv vα α
+

− ≤ −  ? 

h est continue sur 51,
3

 
  

 ; h est dérivable sur 51,
3

 
  

 et  4
'( )

5
h x ≤ , 51,

3
x  ∀ ∈   
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5, 1,
3nn IN v  ∀ ∈ ∈   

 ; 51,
3

α  ∈   
 

⇒ ( ) 4( )
5n nh v h vα α− ≤ − , ∀ n ∈ IN. 

Montrons que lim nv α=  ? 

On montre par récurrence que ∀ n ∈ IN, 0
4
5

n

nv vα α − ≤ − 
 

 

0
4lim 0
5

n

n
v α

→+∞

  − = 
 

car ] [4 1,1
5

∈ − ⇒ lim nv α=  
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