
 

Exercice N :1 (06pts) 

Soit 𝑓 la fonction définie sur [0, +∞[  par 𝑓(𝑥) = √𝑥  . 

1)a) Soit 𝑥 > 0 ; montrer que pour tout 𝑡 ∈ [𝑥 , 𝑥 + 1] on a : 
1

2√𝑥+1
≤ 𝑓′(𝑡) ≤

1

2√𝑥
  

   b) En déduire que pour tout réel 𝑥 > 0  on a : 
1

2√𝑥+1
≤ √𝑥 + 1 − √𝑥 ≤

1

2√𝑥
   

2) Soit (𝑈𝑛) la suite définie sur ℕ par : 𝑈𝑛 = √𝑛 + 1 − √𝑛  . 

Montrer que la suite (𝑈𝑛) est convergente vers un réel L que l’on déterminera. 

3) Soit (𝑉𝑛) la suite définie sur ℕ∗ par : 𝑉𝑛 = ∑
1

√𝑘

𝑛
𝑘=1   . 

   a) Montrer que pour tout n∈ ℕ∗ on a : 𝑉𝑛 ≥ √𝑛  . 

   b) La suite (𝑉𝑛) est-elle convergente ? 

4) a) Montrer que pour tout n∈ ℕ∗ on a : 𝑈𝑛 ≤
1

2√𝑛
≤ 𝑈𝑛−1 

    b) En déduire que la suite de terme général  
𝑉𝑛

√𝑛
 est convergente vers 2 . 

Exercice N :2 (06pts) 

1) Soit dans ℂ l’équation (E) : 𝑧2 − (√2 + 2 + 𝑖√2 ) 𝑧 + 2(√2 + 𝑖√2  ) = 0 . 

a) Vérifier que 2 est une solution de (E) . 

b) Déduire l’autre solution de (E) . 

2) Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé direct (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ⃗⃗⃗   ) , on considère les 

points A et B d’affixes respectives 𝑧𝐴 = 2  et 𝑧𝐵 = √2 +𝑖√2  . 

a) Mettre 𝑧𝐵  sous forme exponentielle. 

b) Placer le point B dans le repère (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ⃗⃗⃗   ) . 

3) Soit le point C d’affixe 𝑧𝐶 = 2 + 𝑧𝐵   

a) Placer le point C dans le repère (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ⃗⃗⃗   ) . 

b) Montrer que le quadrilatère OACB est un losange. 

c) Vérifier que 1 + 𝑒𝑖
𝜋

4 = (𝑒−𝑖
𝜋

8 + 𝑒𝑖
𝜋

8  )𝑒𝑖
𝜋

8   

d) En déduire que 𝑧𝐶 = 4cos (
𝜋

8
)𝑒𝑖

𝜋

8   . 

e) Montrer que tan (
𝜋

8
) = √2 − 1   . 
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Problème : (08pts)  

Soit la fonction 𝑓 définie sur [0, +∞[ par : 𝑓(𝑥) = 1 +
1

√1+𝑥2
  . 

On désigne par 𝐶𝑓 la courbe représentative de 𝑓 dans un repère orthonormé (𝑂, 𝑖  ⃗,𝑗  ) . 

I ) 1)a) Montrer que pour tout 𝑥 appartient à  [0, +∞[ on a : 𝑓′(𝑥) =
−𝑥

(√1+𝑥2)3
 

   b)Montrer que 𝑓 réalise une bijection de [0, +∞[ sur ]1 , 2] .  

2) a) Montrer que l’équation 𝑓(𝑥) = 𝑥 admet une unique solution 𝛼 dans [0, +∞[ . 

     b) Vérifier que   
3

2
< 𝛼 < 2  . 

3)a) Tracer 𝐶𝑓  et 𝐶𝑓−1   dans le même repère. 

   b) Montrer que pour tout 𝑥 ∈ ]1,2] on a : 𝑓−1(𝑥) =
√2𝑥−𝑥2

𝑥−1
 

4) Soit la suite (𝑈𝑛) définie sur ℕ par :  𝑈0 = 1 et 𝑈𝑛+1 = 𝑓(𝑈𝑛) . 

 a) Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ on a : 1 ≤ 𝑈𝑛 ≤ 2  

 b) Montrer que pour tout 𝑥 ∈ [1, 2] on a : |𝑓′(𝑥)| ≤
√2

2
  

 c) Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ : |𝑈𝑛+1 − 𝛼| ≤
√2

2
|𝑈𝑛 − 𝛼|  

 d) En déduire que pour tout 𝑛 ∈ ℕ on a : |𝑈𝑛 − 𝛼| ≤ (
√2

2
)𝑛|𝑈0 − 𝛼| 

 e) Montrer, alors que la suite (𝑈𝑛) est convergente et calculer sa limite. 

II) Soit la fonction 𝑔 définie sur [0,
𝜋

2
] par : 𝑔(𝑥) = {

𝑓(tan(𝑥))  𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
[

1              𝑠𝑖   𝑥 =
𝜋

2
       

 

1)  a) Montrer que 𝑔 est continue à gauche en 
𝜋

2
  

b) Montrer que pour tout 𝑥 ∈ [0,
𝜋

2
] on a : 𝑔(𝑥) = 1 + cos (𝑥) . 

2) a) Montrer que 𝑔 réalise une bijection de [0,
𝜋

2
] sur [1, 2]. 

b) Montrer que 𝑔−1 est dérivable sur [1, 2[ et que pour tout 𝑥 ∈ [1, 2[  on a : 

 (𝑔−1)′(𝑥) =
−1

√2𝑥−𝑥2
  . 
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