
Exercice n° 1 

  A/ Soit 𝑓𝑓 la fonction définie sur ℝ  par : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥−1
𝑒𝑒𝑥𝑥+1

  

 (9 points) 

     1°) a) Calculer  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→−∞ 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞ 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

     2°) a) Montrer que :  𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 2𝑒𝑒𝑥𝑥

(𝑒𝑒𝑥𝑥+1)²
  . 

           b) interpréter graphiquement ces résultats. 

          b) Dresser alors le tableau de variations de 𝑓𝑓  sur ℝ. 

    3°) a) Montrer que f admet une fonction réciproque 𝑓𝑓−1 définie sur ]−1 , 1 [. 

         b) Montrer que pour tout 𝑥𝑥 ∈ ]−1 , 1[  on a : 𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙 �1+𝑥𝑥
1−𝑥𝑥  

� . 

B/ Soit U la suite définie sur ℕ par �
𝑈𝑈0 = 1

 2 
 

𝑈𝑈𝑛𝑛+1 = 2 𝑈𝑈𝑛𝑛
1+(𝑈𝑈𝑛𝑛 )2

� 

   1°) Montrer que pour tout 𝑛𝑛 ∈ ℕ on a :  0 ≤ 𝑈𝑈𝑛𝑛 < 1. 

   2°) a) Montrer que pour tout 𝑛𝑛 ∈ ℕ on a :  𝑈𝑈𝑛𝑛+1−𝑈𝑈𝑛𝑛 =  𝑈𝑈𝑛𝑛 (1−𝑈𝑈𝑛𝑛 )(1+𝑈𝑈𝑛𝑛 )
1+(𝑈𝑈𝑛𝑛 )2  . 

        b) Déduire que 𝑈𝑈 est croissante et que pour tout 𝑛𝑛 ∈ ℕ on a :  1
2
≤ 𝑈𝑈𝑛𝑛 < 1. 

        c) Montrer que U est convergente. 

  3°) Soit 𝑉𝑉 la suite définie sur ℕ par  𝑉𝑉𝑛𝑛 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 �1+𝑈𝑈𝑛𝑛
1−𝑈𝑈𝑛𝑛  

�. 

        a) Montrer que 𝑉𝑉 est géométrique de raison 2. 

        b) Déterminer, alors, 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→+∞ 
 𝑉𝑉𝑛𝑛   . 

        c) Justifier que :  𝑈𝑈𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑉𝑉𝑛𝑛). 

       d) Déterminer, alors, 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑛𝑛→+∞ 

 𝑈𝑈𝑛𝑛    
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Exercice 2 :

A) Soit la fonction 

( 6.5pts) 

gdéfinie sur 1,− +∞    par :  2g(x) (1 x) 1 ln(1 x)= + − + +  

1°) a)  Montrer que pour tout 𝒙𝒙 ∈ ]−𝟏𝟏, +∞[ 𝒐𝒐𝒐𝒐 𝒂𝒂 𝒈𝒈′(𝐱𝐱) = 𝟐𝟐(𝐱𝐱+𝟏𝟏)²+𝟏𝟏
𝐱𝐱+𝟏𝟏

  

b) Déduire le sens de variations de g  

         2°)   Calculer  𝑔𝑔(0) et déduire le signe de 𝑔𝑔(x)  

B) On considère la fonction  f définie sur 1,− +∞    par : ln(1 x)f(x) x
1 x

+
= −

+
 

On note par f(C )  la courbe représentative de f dans un repère orthogonal du plan 

1°)    Calculer  
x 1
lim f(x)

+→−
 puis interpréter graphiquement le résultat 

2°) a) Montrer que lim
x→+∞ 

 f(x) = +∞ 

b) Montrer que la droite Δ : y x=  est une asymptote à  f(C )  

         3°) Étudier la position relative de fΔ et (C )  

         4°) a) Montrer que : 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥)
(1+𝑥𝑥)²

  . 

b)  Dresser le tableau de variation de f  

c) Déterminer la tangente  T  à f(C )   qui est parallèle  à Δ . 

               d) Tracer  fΔ et (C )
 

5°) Calculer :  ∫ f(x)𝑑𝑑x  𝑒𝑒
1 .  

 
Exercice  n°3 : ( 5 points) 
 
 Soit  𝐼𝐼0 = ∫ 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑒𝑒

1  et pour tout 𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ , on pose : 𝐼𝐼𝑛𝑛 = ∫ 𝑥𝑥(𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿)𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑  𝑒𝑒
1 . 

1°) Calculer   𝐼𝐼0. 

2°) a) A l’aide d’une intégration par parties,  Calculer    𝐼𝐼1 . 

     b) A l’aide d’une intégration par parties, Montrer pour tout  n ∈ ℕ∗ on a  𝐼𝐼𝑛𝑛+1 = 𝐞𝐞²
𝟐𝟐

 – �n+1
2
� 𝐼𝐼𝑛𝑛   

     c) Calculer, alors,   𝐼𝐼2  . 

3°) a) Montrer que la suite (𝐼𝐼𝑛𝑛)   est décroissante. 

      b) Montrer que : pour tout   n ∈ ℕ∗ on a  0 ≤ 𝐼𝐼𝑛𝑛 ≤
e²

n+1
 

      c) Montrer que la suite (𝐼𝐼𝑛𝑛)   est convergente et calculer sa limite. 

 

 

       


