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Bon courage

@ Définition de I’ensemble des nombres complexes noté C

On admet qu’il existe un ensemble C qui contient R et vérifiant:

v il existe un élément i de C tel que 12 = -1

v tout élément z de de C s’écrit de maniere unique(%@ iboua,b
sont des réels

v une addition et une multiplication sont ;ﬁ/f&ies sur C ayant les
mémes propriétés que celles de I'additi®

; L

® Vocabulaire g
e Siz=a+ib(aetbréels)alo la partie réelle de z notée Re(z)
et b est la partie imaginair

la multiplication dans

de z notée Sm(z).

e a+ ib est la forme alg e ou cartésienne du nombre complexe

z est dit réel ssib = retrouve ainsi IR < C.

z est dit imaginaire pur ssi a = 0.
& Conséquence

. a+ib=x&i (a, b, x, y réels) siet seulementsia=xetb =y,
En pa er a+ib=0ssi a=b=0.

) \@4 (x+iy)=(a+x)+i(b+y); a, b, x, ysont des réels.
-Q? ib)(x +iy) = (ax — by) + i(ay + bx)
. —a+ib;—z=-a~ib=opposédez; (ab)eIR"

O » z=a+ib(aveca;bréels vérifiant a’+b? = 0)

1 a .{ —-b ye
— = +i est I'inverse de z.
z a22b? a2 b2

@ Conjugué d’un nombre complexe

Soit z un nombre complexe. On pose z =a+ibavec (a,b) IR 2.
On appelle conjugué de z le nombre complexe Z=a—ib.
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@ Propriétés

v %e(z):z-;z ; Sm(z)=2_2

¢ zestréel équivautaz=73.
z est imaginaire pur équivautaz=-z.

N|

=z

our tous nombres complexes z et zZ; z+Z' =Z+Z' et 7&1&,

(ZT)=(E)nne IN /\

1 1 z . /\
— )== et [—|==, 2" est un nombre co on nul.
z z z z

® Module d’un nombre complexe (1/
Soit z = a + ib un nombre complexe, on appell@jule de z le réel positif

noté ’zf =+az2+b2=/7.3

@ Propriétés - S
Pour tous nombres complexes z@ a:

4 ,z,=0 = z=0

4
v

)

74 ,z-z'|='sz', B 'z“
1 1 :
(%4 ;I=H et
v [z+z']s|z|
v Re(z)<| Sm(z)<|z|

Remarques @
1 z
e %z& pour tout z non nul.
Z )z

z=2" alors ,z] =,z’, mais si lzl =,z'_, on n’a pas nécessairement
z=2z"

° ,z':lﬁz-‘z‘:l S z=

N |~
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® Propriétés
v me(z)= z—;-z ; 3m(z)= zZ—Z

2i
v zestréel équivautaz=7%.
Z est imaginaire pur équivautaz = -z.

n/ Z=2z

——

l/ Pour tous nombres complexes zetz’; z+z' =Z+3' et(I/ '=Z-Z

(z“)=(§.’)“ne IN "’ /\(1/

———

1 1 z
(——) =— et (E_-) = -f—' » 2" est un nombre lexe non nul.
z Z z z %

@ Module d’un nombre complexe (1/
Soit z = a + ib un nombre complexe on elle’'module de z le réel positif
noté |z|=+aZ+b2=/z.2

@ Propriétés
Pour tous nombres comple%, t z"on a:
v |z[=0 < z=0

el e\fr*azn" avecne IN°
-y o5

y{z T3 sizz0
v |z+z < +,z l (megahte triangulaire)
v Re( ; Sm(z)Slz'

Rem%@
== zz pour tout z non nul.
S E

* siz=2 alors |z|=|z'| mais si | z| =| z'| on n’a pas nécessairement
z=2".

- lzlzl@z-"i:l = E:l
z
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@ Représentation graphique d’un nombre complexe

Le plan P, rapporté a un repere orthonormé direct (O, &,,&,) est appelé

plan complexe.

Tout nombre complexe z=a+ib est représenté par le point M de
coordonnées (a,b) dans P. On dit que M est I'image de z dans P et z est
Yaffixe du point M ou Vaffixe du vecteur v de coordonnées (a,b).

(O,e,) estl'axeréel, (O,€,) est|’axe imaginaire

Sou v
|2 = ,Q/

Les points d’affixes z et Z sont symétriques par rapport(\a réel.

Soient A € P d’affixe z A et B e P d’affixe zg; ona:
- ©
Aff (AB)=2z5—2, et par suite [ Zg —zA| = AB.

Soient U et V deux vecteurs du plan complexe etx, B deux réels
Aff ( U+P V) = o Aff(A) + BAFI(V) '

® Forme trigonométrique et forme-exponentielle d’un nombre
complexe non nul

& Argument d’un nomb %plexe non nul
Définition Y
Soit M un point ﬂa complexe d’affixe z non nul.
- e
Une mesure o, de Iangle (e,, OM) est dite un argument de z noté argz

et on écrit arg 2= o [2n].
L’écritur xrzl (cosx+isin &) est dite: forme trigonométrique du
nom plexe z.

th@: entre forme algébrique et forme trigonométrigue:

=r(coso+isina) avec r e IR alors
Re(z) =rcosa et Im(z)=rsina

Siz=a+ibavec(a,b)eIR? et a2+b2% 0 alors |z|=-\}a2+b2

a ) b
cosoc=? etsma:-F

& Conséquences

|z|=]=|

o
z =2z’ équivaut { ; Z et 2z’ sont non nuls.

argz = argz’'[2nx]
& Notation '

ie . . . )
e désigne le nombre complexe cos@+isin® 20/
g @NW . @ N C‘('B



Conséquences:
[ 18 L e-it e __-ig
-1 - e +e . —e
e 10 _ cosO@—-isin® ; cosBz-—T_ et sin® = =
i

¢es deux derniéres formules sont les formules d’Euler,

Forme exponentielle

Soit z € €* et argz = o [2n] (1(/1/

I'écriture z = 'zl e'® s'appelle: forme exponentielle de

Forme polaire:

Soitz e C*etargz=a[2n] et [z|=re IR, l'écl}'@z = [r;0] s’appelle:
forme polaire de z. a

Lemargue.
ze R* o argz=0/[n]
ze IR] & argz=0[2xn]

ze R, < argz = x [2x]

| , . A\ ' T
z est non nul et z imaginaire signifie argzz?z-[n]

z est non nul et z est i *j.re et 3m(z) > 0 signifie argz = 3[21:]

zestnonnulet z ;@naginaire et 3m(z) < 0 signifie argz = —-lzt- [2x]

’W
\/

Pour to %z’ complexes non nuls, pour tous « et o réels on a-:
v arg argz[2n] et (em J =e™¢

v arg(z-z')=argz+argz’ [2n] et ei*e) _gq@ i

1

eia'

v arg(—zl—,) =—argz'[2n] et % =

1

v arg(%) =argz—argz'[2n] etel™® ™) & __

ela'
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o Formule de Moivre
Soit n € Z, pour tout o réel on a:

(cosa+isina)” =cosna+isinna et (e“‘)n =e"™ ,[1;a]" =[1;na]

& Arguments et angles orientés

Soient A, B, C, D quatre points d’affixes respectives a, b, ¢, d,aveca=b
etczd. Ona:

A —
v arg(zg —za)=(€,, AB) [2r] =arg(b-a)[2x]

v si T est un vecteur non nul d’'affixe z et un vecteur’{\n nul
d’affixe z’ alors

. (uAu )=arg[ ) [2x] (]//\

e UL U’ signifie 2 est imaginaire/&
v

Remargue %

Si W=0 alors u.l u’ @

. =, R -, = z'
Si u'=0 alors u ¢ —E-=0

—_ -, e e s - . g z *
s uetu’ deuxv rs'non nuls et colinéaires 51gmf1e r celR

e‘?k

® Racines n*m iém@‘un nombre complexe

Définition ?‘

Soient ae € %ﬂ’ , on appelle racine niéme du nombre complexe a

tout nombre coimplexe z tel que z" =a.

v argz -(AB CD) [27)

Si a = 0.alors O est 'unique racine niéme de 0.

Si on pose a={r;a)=re' )

i(E k22
zh=a @z=ﬂ;el("+k“)=[%;%+k%] avec ke{O,l,---,n-l}

Cas particulier
Racines ni*™M® de l'unité:

2 15_ »
“=1@z=e1(k")=[1;k-2n£] avec ke{0,1,---,n-1}etneIN
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Remarque
Les points images des racines ni®mes 4/, nombre complexe non nul dans
le plan complexe sont ies sommets d'un polygone régulier 3 n cHtés

inscrit dans le cercle de centre O et de rayon J— | avecn>3.

@ Equations dans C

* Racines carrées d’un nombre complexe non nul
Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrﬁy\ sées

dans C. /\
Méthode Algébrique /\

Soitae C”, on pose z= X+iy avec {x,y)e IR/X

[22|=Ja]
2’ =ae SRe(zz):SRe(a) 2—9ie(a)
3m(z?) = Sm(a) & y = 3m(a)

® Equation du second degré

Soient a, b, ¢ trois nombres co estelsquea=Qet A=b2- 4ac.
Soit & une racme carree re complexe A.

L'équation az®+bz + dmet dans = deux solutions distinctes ou
confondues
\ -b+8  -b-$
Ce sont les nombr complexes et
$~ 2a 2a
Remargue: \/
Détermi@ nombres complexe z, et z 2 tels que:
“ - = ~ - ~
az® ¢=a(z-2;)(z~2,) équivaut i résoudre le systéme:
+Z 2=- 'é'
C
rAN Zy = —
a

Translation - homothétie
¢ Forme complexe d'une translation

Soit u un vecteur d” afﬁxebethafﬁxezetM d’affixe z°.
M’ '-t_,(M) &S 2'=z+b

e0id
-+
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8

& Forme complexe d’une homothétie

Soit A un point du plan complexe d’affixe a, k € R*, M d’affixe z et M’
daffixez’. M'=hey . (M) & (z'-a)=k(z-a)

& Forme complexe d’une rotation
Soit ® le point du plan complexe d"affixe z, , M un point d'affixe z et M’ un

point d’affixe z’ et o un réel. Soit 1) l2 rotation de centre w et dangle .

AV

r(m;a)(M)=M' A eia(z"zm)=zl_zw /\

S
P

EXERCICES © Q/
Soit f(z)=2z> + 42%(-1+1) = 12iz 1=0.
a) Montrer que I’équation f(z) = 0 t'une solution réelle unique que 1’on

déterminera.

b) Trouver trois nombres co?]gx%s a, b, c telsque f(z)=(z - 2)(az2 +bz+ c)

pourtout ze C. Q
c) Résoudre dans (@ tion f(z)=0.

d) Soit A, B, C 4@ ints du plan complexe d’affixes 2, -2i et 2-2i respective-
|

ment. QQ a nature du triangle ABC.
CorrectiO@
a) =x (avec x € IR) est solution < f(x)=0
a e x3 +4x? (-1+i)-12ix +8+8i=0

o x?-4x* +8+i(4x* —12x+8) =0
x°-4x*+8=0 [x*-4x*+8=0

= 2 L — L
4x° =12x+8=0

D’oli z =2 est la seule solution réelle de I’ équation f {(z)=0

Xx=2
x=loux=2

£oig
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b)

d)

Pour tout z de C:
f(z) =(z—2Xaz? +bz+c)

< pour tout zde C: f(z) = az3(b-2a)z? +(c-2b)z—2c

a=1 a=1

b-2a=—4+4i b=-2+4i

c—2b=-12i = J(—4—4i)—2(=2+4i) = -12i

—2c =8+8i c=—4-4i q/
D’ot1 pour tout zde Pon a: f(z) =(z— 2N z? - 2(1- y){lﬂ(l+ i))

f(z)=0<«<z=2o0nz2-2(1-2i)z-4(1+i)=0

Résolvons 'équation z2 —2(1 - 2i)z — 4(1+ l}ié\

A'=(1-2i)2+4(1+i)=1-4—41+4+4i=‘1]/
Do z'=1-2i—1=-2j; z”=1——2& —2i et par suite
f(z)=0=z=20uz=-2iouz= i
A (2); B(-2i); C(2-2i)
on a: AC=|zC—zA|—|—2 %’etBC =|zc —2zg|=]2|=2
et AB=|zg —z,|=|- $

ABZ AC2

donc ,{\

—v

0

2°)

Résou @s@l’equa‘uon z +(«J§— i)z2 +( —iJ_) -i=0
u’elle admet une racine imaginaire pure que I'on notera z A
tera zp et Ze les deux autres racines.
Le plan est rapporté au repére orthonormé (O, €,,€,).

On notre A, B, C les points d’affixes respectives z Ar ZB» Ze

a) Montrer que les points A, B, C appartiennent au cercle G(0,1).
b) Calculer le module de z,-zg. Quelle est la nature du triangle OAB?

¢) Montrer que le quadrilatére OABC est un losange.

£0id
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Correction ©
1) Za =iy (avecy e RR) est une solution
< =iy’ + (V3 -i)—y?)+(1—iv3)(iy)—i =0
@—ng2+y\/§+i(—y3+y2+y—-1)=0
{—J-y +y«/— 0
-y +y +y—-1=0 (l/
ﬁ{ y=0ouy=1 =y=1 /\/\(l/

y 3+ y2+ y—-1=0
Dot z, =i estla seule solution j imaginaire puré\equahon

Cherchons les autres racines Zp etz- del' é

"Onpose f(z) =23 +(\/_-—i)zz+(1-— % ourtoutzdeC

Montrons qu' il existe (a, b, c) de C?3 é\q e: \/

Vz e C: f(z) =(z - i)(az? +bZ+C);$

pourtout zde C f(z)=(z—i bz+c) <

pourtoutzde C f(z)=a —ia)z? +(c—ib)z—ic <

a=1
b—ia=+3_j bZJ?T
c—ib=1-i/3 & 1-i(v3)=1-iJ/3

—ic=—i c=1
D’otr pour %\g{de Cona, f(z)=(z—i)z? +zJ§+l)
Remarg

u? de C on a:
z@ 3 -i)z? +(1—1~./_)z—1—z ++/322 42— i(z2 +J—z+1)
=(z2 +J_z+l)z—1(z +1/—z+1)=(z +J§z+1)(z-i)-

* Résolvons I'équation z2 + 23 +1=0
Ona: A=3-4=-1=j2,

2018
-+




Donc z' = — 3—1’_2,,=— 3+1
2 2
—_ 1 — 3_
Onprendparexemple Zg = 3+IetzC: ‘[; !

D a) Ona: [z,|=|z|=|z¢|=1d'00 OA =OB=0C=1
Donc A, B et C sont sur le cercle €(O,1). (1/

. 3 + 1‘ Iﬁ +1i
Ona: OA=0B=AB=1 donc OAB est un %@e équilatéral.
c) BC=|zg -z¢|=]i|=1
Donc OA =AB=BC=0C par sux&&ﬁc est un losange.

Q

&

N
5

b) le"ZB|=

- /\,\’\
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