Prof:Oueslati Aymen Espace-Conique AS :2017-2018

Tél 27677722 Facebook : www.facebook.com/MathTewa

Soit (O,A-i.,:i.,l-é) un repere orthonormeé de 1’espace .

On consideére les points A(—2,3,2) et B(2,3,2) et
I’ensemble S des points M(x,y.z) de I’espace

tels que x2 +y2 o —6y —4z+9=0.

1) a) Montrer que S est une spheéere et préciser
son rayon et les coordonnées de son centre 1.

b) Montrer que [ AB] est un diamétre de S.
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2) Soit P le plan d’équation z = 2 et soit J (-6,3,2).

a) Vérifier que I appartient au plan P et en déduire que la sphére S coupe P suivant le cercle I" de
diamétre [AB].

b) Dans le plan P, on considére le cercle I'' de centre J et de rayon 4.

Montrer que les cercles I' et I'' sont tangents extérieurement en A .
3) Soit E le point de coordonnées (4,3,0) . On considére 1’homothétie hde centre E, de rapport % eton
désigne par Sla sphere image de S par h.
a) Déterminer le rayon de S et les coordonnées de son centre I’.

b) Justifier que le plan P coupe la sphere S suivant le cercle T

c¢) La droite (EA) recoupe S en A'. Soit B' le point diamétralement opposé a A" sur la sphére S

Montrer que les points E , B et B' sont alignés.

1) a) M(x.y.z)eS < x? +(y—3)2 +(z —2)2 =4, on en déduit que S est la sphére de centre 1(0,3,2) et de

rayon 2.
b) 1l suffit de vérifier que A €S. B S et I est le milieu de [AB]..

2) a) La cote dupoint I est 2 donc I € P par suite S coupe P suivant le cercle I de centre I et de rayon 2, or A
et B appartiennent a P et I est le milieu de [AB].donc [AB] est un diametre deI".

b) IA=2. JA=4 et IJ =6 donc IA+JA =1Jpar suite I" et I"'sont tangents extérieurement en A.
3) a) Lerayon de S’ est égal a %x 2=5. Onpose I'(x,y.2),

- x—4=-10 ri = i)
h(I)=I'©ﬁ=5ﬁ® y—-3=0 < qy=3 ,ilenrésulteque I'(—6,3,5).

z=5 T=5
b) d(I.P)=3<5 donc S’ coupe P suivant un cercle de rayon J25-9 =4 et de centre le projeté
0
orthogonal de I’ sur P, or J est un point de P et I'J| 0 | est normal a P donc J est le projeté orthogonal de I’
—3
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sur P, 1l en résulte que P coupe S’ suivant le cercle I''.

¢) AeSN(EA) donc h(A)eS'n(EA)={A,A"or h(A)#A donc h(A)=A".

B est le point diamétralement opposé a A sur S donc h(B) est le point diamétralement opposé a A’ sur S,
on en déduit que h(B)=B'par suite E, B et B’ sont alignés.

[Exercice 20 SPZOMJ

L'espace est muni d’'un repére orthonormé direct (A,ﬁi)_

Soit ABCDEFGH le cube tel que

AB-6i , AD~6] et AE =6k

On désigne par P le plan (ACH) et par Q le plan (EGB).

1) a) Déterminer les composantes du vecteur AC A AH.
b) En déduire une équation du plan P.

¢) Montrer que les plans P et Q sont paraliéles et donner une équation du plan Q.
2) Soit S la sphére d'équation x?+y?+22-2x+2y-22=0
a) Déterminer le rayon de S et les coordonnées de son centre |.

b) Soit J le projeté orthogonal de A sur le plan Q. Montrer que [AJ] est un diamétre de S.

c) Montrer que la sphére S est tangente a chacun des deux plans P et Q.
3) Soit t la translation de vecteur U =2i+4j+2k.
a) Soit A’ et J' les images respectives de A et J par t. Déterminer les coordonnées de A’ et J'

b) Déterminer S' 'image de la sphere S par t.

¢) Montrer que S’ est tangente aux deux plans P et Q et déterminer leurs points de contact.

1) Le point O est le milieu de [BI] donc IB =210, il en résulte que h(O)=B.
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< il en résulte que S(I)=A.
(OI,OA) =

2) ) On sait que h(0O)=Bet $(0)=0 par suite le point O" est le barycentre des points pondérés (B.3)

—
et(0.1), on en déduit que 00'= ZOB.

b) On sait que h(I)=Tet S(I)=A par suite le point I” est le barycentre des points pondérés (I 3)

et(A,l), on en déduit que o= ZIA.
3) ) h(M)=PoP=2M Sz, -1=2(z-1) Sz =2z-1.

b) S est la similitude directe de centre O, de rapport 2 et d’angle % qui envoie M en Q donc

i .
zy =2e’z=2iz.
) f(M)=M"donc le point M est le barycentre des points pondérés (P.3) et(Q.1)on en déduit que

3+i_ 3 \

W:i?@az'—z, =%(ZQ—zp)c>z'=%(2iz—22+l)+2z—l=Tz—z.

3+1
d) L expression complexe de fest de la forme z'=az+bavec a = Tl #0

donc fest une similitude directe. comme f(O)=0"etf(I)=1I".

on en déduit que I’image du cercle de diametre [OI] par f est
le cercle de diameétre [O’T’].

Exercice 1©

--------

‘) X ‘ i PR L
Le plan est rapporté & un repere orthonormé 4 = (0. i, ] ) Efémdnis caractéristiques de la courbe dont une

équation dans 4 est

—Loy=a4atl,
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2 Y 4y-2=0,
3. y=yh+3.

— L+t 4y =0,
2, y=-W/-x*+x.

(@) y= x2+x+l§y (x+§) +1§(y %) (x %) ‘festlaparaboledesommetS( ',)
daxcfomlladro:tcdéquaﬂonx--;'depmmétmp J et done de foyer F (- m+1)=
(~3,1) et de directrice d'équation y = - §
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® Y+y-2x=0& (y+3 ) —t-x=0s (y+1 ) 2(x+1). € est la parabole de sommet

%, ) d’axe focal Ia droite d’équation y=— % de parametre p = 1 et donc de foyer F ( g+ 7, ) =

(3,—3) et de directrice d’équationx = —§ — § = 3.

(©) y=v2x+3<)y?=2(x+3) ety > 0. % est une demi-parabole de sommet S (—3,0). d"axe focal
(Ox), gle parametre p = 1 et donc de foyer F (—%+%,0) = (—1,0) et de directrice d’équation

s ey )
X = 7 7= T

2. @) X*+x+2*+y=0& (x+%)2+2 (y+%) 8@% ((‘L;))z-—— 1. € estuneellipse. Centre : (—§,—1).
u=\/§>£ b. Axe focal : y = —z. Sommets : A( +[, )A' (—%—\/g,—l—).B(—%,—%+-?)
etB’(—%,—%—?).c=m= 33 e=‘5'=/l§.F0yers.F(—f-i-?,—%)etF’ (—%—@,—%).

T
Directrices : x = —%+32§etx=—%—32§,

errcice 20 \
soitoc un réel et R=(0 ;1; J) un repere orthonormeé direct

Co ={M(x;y)/x*+y* +2xxy— 1= 0}

1)Discuter suivant les valeurs de o |a nature de la conique

2) préciser les coniques Cy; Cy; C_y

3)on considére le repére R'(0; u; 1'5) image de R par la rotation de centre

O etd’angle 6

Montrer que x= X cos© -Y sin© et y= X sin© +Y cos©

+4)a) montrer que le terme en XY est 2a cos(28)

b)En déduire alors 8 pour que le terme XY n’apparait pas dans I’expression
c)quel est alors C,

5) en déduire a, b et c si a=1/2 et si a=2
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x = OMcosg

|Pour la question 3 écrire M(x ;y) dans R {y= OMsing

X = cos(@') = OM cos (6 + @) "
nmsreﬂnrquerdorsque{Y=m(',)=oum(0+’) M(X ;Y) dans R’

6=¢p' —@p+2knkez

—

Exercice 3 © $C2016
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Dans le plan muni d’'un repére orthonormé direct, on désigne par(E) l'ellipse d’équation : x* + 9 y?= 9.
Dans la figure 1 de I'annexe 1 jointe, (C,)est le cercle de centre O et de rayon 1, (C,)est le cercle de

centre Oet de rayon3, Nest le point de coordonnées (cos@ , sind). P est le point de coordonnées

(3cosb , 3sind), ou © est un réel appartenant a ]Og{

1) Soit M le point de coordonnées (3cos® , sind).
a) Verifier que M est un point de I'ellipse (E).
b) Placer le point M.
c) Justifier qu'une équation de la tangente T a (E)en M est x cos6 + 3y sin6 = 3.
2) Latangente T a (E)en M coupe I'axe des abscisses et I'axe des ordonnées respectivement

en Het K.
a) Déterminer les coordonnées des points H et K.

9 1

b) Montrer que HK? = o
) 4 cos’0 sin?0

3) Soit f la fonction définie sur ]0, —;-[ par f(0) = HK>.

: . cos’ 0 + 3sin’0
ut 6 O.E , f(0) =2 (4sin’0 -1 gog bTosn o
a) Montrer que pour to e] 2[ (8) ( ) S

b) En déduire que la distance HK est minimale si et seulement si 6 = g

n

¢) On désigne par D le point de I'ellipse (E)correspondanta 6 = -

Construire le point D ainsi que la tangente en ce point a l'ellipse (E).

a) (30059)2 +9(sin 9)2 =9(cos 9)2 +9(sin 9)2 =9 donc M est un point de (E).
XM = Xp

Ym = Vn

¢) T:3(cosB)x+9(sinB)y=9 < xcos6+3ysinh =3.

b)
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1) a) (3cos 6)2 +9(sin 0)2 =9(cos 6)2 +9(sin 9)2 =9 donc M est un point de (E).

b) {XM 5!
YM = YN
¢) T:3(cos6)x+9(sinB)y =9 < xcos®+3ysin6 =3.
y=0
= y=0 > = 3
2) a) H(x,y)eTm(O,1)C> ) = 3 . il enrésulte que H L0 .
xcosO+3ysin® =3 X = cos©
cosO
<=0 x—0 1
K(x,y)eTr\(O,j)Q B ) = 1 il en résulte que K(O,,—).
XcosO+3ysinB =3 y=—— sin 6
sin ©
2 2
o (5] (&5 -2
cos 6 sin © cos’® sin’6
3) a) La fonction f est dérivable sur ]O,g[ et
: . - 4 4 soi ) 2
f,(e):18cos?‘sm9_2co§9“sm9:ISSm 39 ?c;os 6:2(4Sm26_1)3sm 3€)+.coss (S}
cos O sin” 6 cos” Osin” 6 cos” Osin” O

b) Le signe de £'(6) est celui de 4sin” 6 —1=(2sin®—1)(2sinO+1).

£(6)=0  [2sin6-1=0

T <> T <:>9=E.
66]0,—[ 6c (0~ 6
2 2
% 1o il G
6 2
£'(0) - 9 +

£(0) +w\16/w

D’apres le tableau de variation HK

. . . 7T
est minimale s1 et seulement s1 6 = E

c¢) Voir figure.
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Exercice 4 © SP2009

Dans le plan rapporté & un repére orthonormé direct (o.T.]). on considére I'ellipse (E )

d'équation x* + % = 1 et on désigne par M le point de coordonnées (cos®,2sin 0) , 0l 0 est un
n

'“ “ P'ﬂo

1) a) Déterminer, par leurs coordonnées, les sommets et les foyers de (E).
b) Tracer (‘E ) et placer ses foyers.
c) Vérifier que le point M appartient a (E ).

2) Soit (T)latangente 8 (E)en M.

mmmammum(o.?.}) est 2xcosO +ysin0-2=0.
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3) On désigne respectivement par P et Q les points d'intersection de (T) avec |'axe des abscisses et
I'axe des ordonnées et on désigne par.« l'aire du triangle OPQ.

.
a) Montrer que .« in(20)

b) En déduire que l'aire ./ est minimale si et seulement si M est le milieu du segment [ PQ .
2 2

X Y

1) a- L’ellipse (E) a pour équation, dans le repére orthonormé direct (0.7, j), T + 7=

a=1., b=2 etcomme a<b . I'axe focal est (O})
Les sommets suivant I’axe focal de (£) ont pour coordonnées (0,—2) et (0,2)
Les sommets suivant I’axe non focal de (£) ont pour coordonnées (—10) et (L0)

Comme ¢ =+F—a :\/5 donc les foyers de (E) ont pour coordonnées (0, ﬂ/g) et (O\E )

b- vorr figure ci-contre

cos’x N 4sin’ ¥

e - =cos’x+sin’ x=1.

C

Done M <(E)
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2) Une équation de la tangente a (£) enun point M (x,. y,)est :
T % + % =1 par suite pour M(cos8,2sin) on aura

T:xcosb+ =T

=1 d’oit T:2xcos0+ysind-2=0.
3) a- Le triangle OPQ est rectangle en O

donc l'aire .= = % xOP x0Q
droi Pgag.0)

Sp :0
vac039=2

d’ou Q(O 2

E X, =0
de méme JQE (0.3) done 17" _ . —)
QeT Vosinf =2 sind

De plus cos8 >0 et sin6 >0 pour tout 6 E]O._g[

N | 1 2 2 2
Ams1 L =—x X—— = - =—
2 cosB sin® 2cosBsinb sin(26)
donec .= =— = .
sin(26)
b- L’are .2 =— est mmimale si et seulement si
sin(26)

sin20 est maximum or 0 <20 < donc 0<sin20 <1

d’onl % est minimale siet seulement s1 26 = 5

par suite B:g d’ou : P(\E.O) . Q(O.Z\/E) et M(@\E)

ce qui prouve que M est le milieu du segment [PQ] .

Svw.
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