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ARITHMETIQUE

EXERCICE 5

Dans cet exercice, on pourra utiliser le résultat suivant :

“Etant donnés deux entiers naturels, a et b non nuls, si
pged (a;b) = 1 alors pged ((12 ; bg) =17
n
Une suite (S,,) est définie pour n > 0 par : S,, = E P>
p=1
On se propose de calculer, pour tout entier naturel non nul
n, le plus grand commun diviseur de S,, et S, 1.

1. Démontrer que, pour tout n > 0, on a :

n(n 4 l)r

2. Etude du cas ol n est pair. Soit k& l'entier naturel non
nul tel que n = 2k

a. Démontrer que :
pged (Sop s Sopg1) = (26 -+ 1)% - pged (kQ s (k+ 'I)g).

b. Calculer pged (k;k+1).
c. Calculer pged (Sar ; Sapi1)-

3. Etude du cas ol n est impair. Soit & I'entier naturel non
nul tel que n = 2k + 1.

a. Démontrer que les entiers 2k+1 et 2k +3 sont premiers
entre eux,

b. Calculer pged (Sagp1; Sont2).

4. Deéduire des questions précédentes qu’il existe une unique
valeur de n, que 'on déterminera, pour laquelle S, et
Sp+1 sont premiers entre eux.

Correction

1. Montrons, a I’'aide d’un raisonnement par récurrence, que
pour tout entier naturel non-nul, on a la relation :
5, — [t U]
2

® Initialisation :
Etudions la cas n = 1 :
1

& S, — Zp,% — 13
p=1

[n(-n+ 1)]2 B [1(1 - 1)]3 B (2)3 1
2 - 2 “\2/ T

® Hérédité :
Supposons la relation vérifiée au rang n ; montrons que

la relation est également vraie au rang (n+ 1) :

Par définition, on a I’égalité :

n+1
Sppr = > p* = 13425435 40P 4 (n - 1)?
p=1
At 1)72
= S, t(nt1)%= [%] +(nt1)?

2. 1)2 ) 2, 132 4 4.(; 1)3
O g b A D)
D2 an D] (n+ 1) (0 +4n+4)
o 4 - 4
o (n D (n2)7 [(u+l)-(n+2)]5’

N 4 B 2

La relation est vérifiée au rang (n -+ 1).

25

3.

® Conclusion :

C.

b.

La propriété s’initialise au rang 1 et elle vérifie 1a pro-
priété d’hérédité. A 'aide du raisonnement par récur-
rence, on en déduit que la propriété est vrai pour tout
entier naturel non-nul.

a. Omn remarque les deux égalités suivantes

]

. 2k-(2k + 1
o 5o [%ﬂ

= k%.(2k+ 1)
1_[(2!: F1)- (26 2)]2_[(21: 12 (k| 1)]:’
2 2
— 2k 4+ 1)-(k+ 1] = (2k o+ D)2 (k 1 1)?
Ainsi, on a :
pged (SEA' l»5'2k+1)
= pged (k2-(2k +1)%; (2k + 1)%(k +1)?)

]2 — [k(2k + )]

D’aprés les propriétés du PGCD, on a :
= (2k + 1)%pged (k3 i (kA 1)3)

k est un entier naturel non-nul ; notons :

d = pged (kik+1)
d divisant les entiers k& et k41 alors il divise la diffé-
rence de ces deux termes; on en déduit que d divise 1.
On en déduit :

d=1
D’aprés la question précédente, on a :

pged (b k+1) =1
En utilisant la propriété citée dans I’énoncé, on en dé-
duit :

peged (A-) (kA 1)3) =1
En utilisant la question a. :
pged (Sok; ,5'3R+1) = (2k + 1)%-pged (kg sk + 1)2)

= (2k + 1)%1 = (2k + 1)

a. Notons d — pged (2.": + 1;2k + ?) d divise les deux

termes 2k + 1 et 2k + 3 alors il divise également leurs
soustractions :

d divise (2k + 3) — (2k + 1)
Done,

d divise 2

Ainsi, d vaut 1 ou 2; or, d divise 2k+1 est impair : on
en déduit d = 1.

On a les deux valeurs :
. (2k+1)(2k4+2)72  [(2k4+1)-2-(k+1)72
¢S] -1 |
2 2
— [2k+ 1)k +1)]" = 2k + 1)%(k +1)?
(2k+2)(2k+3) ] 2 [2-(!\‘:+1 )-(2k+3) } 2
2 N 2
= [(k+ )2k +3)]° = (k+ 1)2(2k + 3)?
On a les égalités suivantes :
pged (Sop i1 Sopyn)
= pged ((2k + 1)2(k +1)%; (k + 1)?(2k + 3)?)
A T’aide des propriétés du PGC D, on a :
= (k+1)*pged ((2/.' +1)2%;(2k + 3)2)
D’aprés la propriété de I’énoncé, on a 'implication :
pged (2k 1+ 152k 4 3) =1
pged ((2k +1)%;(2k + 3)%) =1

® Sopta= [
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On en déduit la valeur suivante du PGCD : Or, k = 1 entraine que (2k + 1) est différent de 1.

pged (Sopy 1 Sop: s . . . "o .
pged (Sai 15 Szker2) ® Sin est impair et non-nul, il existe & un entier naturel

= (k+1)%pged ((2k +1)%; (2k + 3)?) tel que n =2k + 1
5 5 ngd (Sn 3 Sn } 1) - ngd (SEk 13 SQ}: } E)
=(k+1)71=(k+1) .
= (k+1)?
® Si n est pair et non-nul, il existe k& non-nul tel que Pour k£ =0, (k+1)? vaut 1

n=2k: On en déduit que seul les termes S; et S5 sont premiers
T)g("d () n n—l) - T)ng (SQk ; SE.'H—I) entre eux.
= (2k+1)°
VERS L’ EXERCICE 3
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EXERCICE 3

On considére la suite (un) d’entiers naturels définie par :
{ Uy — 14

Up 1 = Dy, — 6 pour tout entier naturel n

1. Calculer uq, us, uz et wu,.
Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux
derniers chiffres de wu,, ?

2. Montrer que, pour tout entier naturel n :
Upio = Uy, (mod.4).
En déduire que pour tout entier naturel A :
o =2 (mod.4) et g =0 (mod.4)

3. a. Montrer par récurrence que, pour tout entier n€N :
Qear, — 57T 4 3.

b. En déduire que, pour tout entier naturel n :
2u, =28 (mod.100).

4. Déterminer les deux derniers chiffres de I'écriture déci-
male de u,, suivant les valeurs de n.

5. Montrer que le PGC'D de deux termes consécutifs de la
suite (71”) est constant.
Préciser sa valeur.

Correction
1. Voici les cing premiers termes de la suite (u,,) :
® uy— 14
® u, — 5y —6—5-14—6—70—6— 64
® 4o —5Hwuy —6=5.64—6=320—6=314
® ys —Haus —6=5-314—-6=1570 -6 = 1564
® yy—bHus3—6=5-1564—6=7820—-6="7814

On peut conjecturer que les deux derniers chiffres des
termes de la suite (u,) vaut 14 ou 64.

2. On a I’égalité suivante :
Upta = Dtpry — 6= 5-(5-un — 6) —6
= 25-up, — 30 — 6 = 25-u, — 36
=lu, -0 (mod.4)=u, (mod.4)
Par transivité de la congruence (ou par un raisonnement
par récurrence) :

® Pour tout entier n pair, on a :
Up =ug =2 (mod.4)
Pour k un entier naturel, 2-k est pair, on en déduit :
s =2 (mod.4)
® Pour tout entier n impair, on a :
tup =u; =0 (mod.4)
Pour k& un entier naturel, (2-k 4 1) est pair, on en dé-
duit :
Ug.pr1 =0 (mod.4)

3. a. Montrons par récurrence qu’'on a la propriété sui-
vante pour tout entier naturel n :
2u, =524+ 3
¢ TInitialisation :
On remarque que :
2 2aug =2x14 =28
e 5972 43 =52 4+3=28
La propriété est vérifiée au rang 0.

¢ Heéredité :

On suppose la relation vraie au rang n, ainsi on a :
2, =52 43
Montrons que la relation est également vraie au rang
suivant :
241 = 2-(5up, — 6) = 10-u, — 12
= 5 (2un) — 12 =5(5"2 1 3) — 12
Ex57M? 115 - 12 =573 1 3
¢ Conclusion :
La propriété est initialisée au rang 0 et elle vérifie la
propriété d’hérédité. Par un raisonnement par récur-
rence, on vient de montrer que :
Uy = 57243
b. On remarque 1’égalité :
Qat, =52 L3 =52 _5% 1 5% 13
= 5%(5" —1) 28
Montrons, a 'aide d'un raisonnement par récurrence,
que pour tout entier naturel n, on a :
52.(5" —1) =0 (mod.100)
® [Initialisation :
On a: 2wy =52 (5" — 1) = 25 (1 — 1) = 0.
Ainsi, la propriété est réalisée au rang 0.
® Hérédité :
Supposons que la relation est vraie au rang n ; mon-

trons qu’elle est vraie au rang (n + 1) :
2~‘LLn+1 = «52'(5ﬂ+| — 1)

_ 52_(51’1-&4 _5n + 50 _ 1)

I
o

5.[57 (5 - 1)+ 5" — 1]

2.5 (5—1)| +25(5" - 1)
2554 + 25-(5" — 1)
100x5™4  25-(5" — 1)
= 0x5"4+25-(5" — 1) (mod.100)
=25(5" —1) (mod.100)
La relation est vraie au rang n : 5 —1=0 (mod.4)

= 25x%0 (mod.100)

=0 (mod.100)
La relation est vraie au rang n+1.

¢ Conclusion :
La relation est initialisée au rang 0 et elle véri-
fie la propriété d’hérédité. On vient de montre, &
I’aide d'un raisonnement par récurrence, la relation
de congruence :
24, =0 (mod.100)

4. Om vient de montrer la relation suivante pour tout entier

naturel n :

2, =28 (mod.100)
Ainsi, il existe un entier naturel & tel que :

2, = 100 - £+ 28

U, = 5H0-k+ 14

Or :
® si k oest pair @ u, = 100" + 14
® si k est impair : u,, = (50 + l()()-l.",’) + 14 = 100-£" + 64

Ainsi, les deux derniers chiffres des termes de la suite
(un] ne peuvent avoir comme valeur que 14 et 64

5. Notons d = pged (Uu+1 ).

Mrx :AMMAR BOUAJILA

LYCEE JANOURA KEBILI

Page 3

SSvw.

2005
net




On a montré, a la question 2., que les termes de la suite
(u“) sont congrus & 0 ou & 2 modulo 4 ; on en déduit que
tous les termes de cette suite sont des nombres pairs : d
est un multiple de 2.

Considérons deux termes consécutifs de la suite ('u..n) L on
utilisera la propriété suivante du PGC' D de deux entiers
naturels a et b :

pged (a;b) = pged (b;7)
ou r est le reste de la division euclidienne de a par b.

On a, pour tout entier naturel n :
d = pged (5-?1” - 6;11.“)

On a la division euclidienne 5u,, — 6 = 4-u,, + (u, — 6) :

= pged (un ;up, —6)
Ainsi, d divise u, et d divise u, — 6. On en déduit que d
divise :

ty, — (uy —6) =6

Ainsi, d appartient 4 I’'ensemble {1 1253, 6}. Or, d étant
un multiple de 2, on en déduit :
d=2 ; d=6
Montrons par un raisonnement par l'absurde que
pged (41 ;un) n'est pas un multiple de 3 :
Supposons que wu, est un multiple de 3
== 2., est un multiple de 3
== 2-u,, — 3 est un multiple de 3
== 5772 est un multiple de 3
Ce qui est absurde : les termes wu, ne sont pas divisible
par 3.

On en déduit que le PGCD de deux termes consécutifs
de cette suite vaut 2 :
d=2.

VERS L’ EXERCICE 4
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EXERCICE 4

Dans cet exercice, a et b désignent des entiers strictement

positifs.

1. a. Démontrer que s'il existe deux entiers relatifs u et
v tels que au + br = 1 alors les nombres a et b sont

premiers entre eux.

b. En déduire que si (a® + ab — b2)2 1, alors a et b sont

premiers entre eux.

2. On se propose de déterminer les couples d’entiers stricte-
ment positifs (a;b) tels que (a” + ab — .bg)2 = 1. Un tel
couple sera appelé solution.

a. Déterminer a lorsque a = b.

b. Vérilier que (1;1), (2 3) et (5;8) sont trois solutions
particuliéres.

¢. Montrer que si (a:b) est solution et si a < b, alors
a? —b* < 0.
3. a. Montrer que si (x;y) est une solution différente de
(1;1) alors (y —a;z) et (y;y+ x) sont aussi des so-
lutions.

b. Déduire de 2. b. trois nouvelles solutions.

4. On considére la suite de nombres entiers strictement po-
sitifs (@, ), définie par ag = a; = 1 et pour tout entier
n,n=0:

Gnta = Gp41 + Gn.
Démontrer que pour tout entier n = 0, (a,bgan_l) est

solution.
En déduire que les nombres a,, et a,41 sont premiers
entre eux.
Correction
1. a. Supposons l'existence de deux entiers relatifs u et v
tels que :
au—+bv =1

Notons d le PGCD des entiers a et b. On a :
® d divise ¢ == d divise u-a;
® d divise b —= d divise v-b.
On en déduit que d divise la somme des deux termes
au et bv : ddivise au + b,
Puisque a-u+ bv = 1, on en déduit que d divise 1 : les
entiers a et b sont donc premiers entre eux.
b. On a le développement suivant :
(a* + a-b— bﬁ)d)
= (a® +ab—0")(a® + ab—b%)
=a*ta® b—a” b* +a bta® b —a-bP -0 b —a b b
al + 2-a3b— a0 —2-a:b% + bt
= a-(a® + 2-a%b) + b-( —a®-b—2-a-b* + b%)
De l'égalité :
((1‘2 +a-bfb2)2 1
On en déduit que :
a(a®+2:a?b) +b-(—a®b—2-ab’ + ) =1
D’aprés le théoréme de Bezout, on en déduit que les
entiers a et b sont premiers entre eux.

2. a. Supposons que (a::b) est solution et que a = b, on

(a2 +ab—12)" =1

Ona:a=2=6
(a* +a-a— az)g =1
()~ 1
at =1

Ainsi, 'entier a a pour valeur 1 ou —1; I'énoncé pré-
cise que (a;b) est un couple d’entiers positifs; on en
déduit :

a==b=1.

b. ® Vérifions que (] ; ]) est solution :

(e +ab—0?)" = (12 + 1.1 — 12)°
=1?=1
® Vérifions que (2; 3) est solution :
(a? +ab—b2)° = (22 +2:3 — 32)°
= (44 6—9)
® Vérifions que (5;8) est solution :
(a? —l—r:b—b) = (5% + 8—8)
— (25440 — 64)° —
c. Ona:
a<b

Ces deux entiers sont strictement positifs :
0<a<b
La fonction carré est strictement croissante sur R :
a’ < b’
3. a. Soit (x;y) un couple de solution :
® Vérifions que le couple (y — x ;) est solution :

(¢ +ab— 52)2 {(y —x)? + (y—a)x — .1'2}

(y2 —2yxta?tryxr—a?— 12)2

9

(y? — g —a?)’

2 9
= {— (372 +yax— yﬁ)] = (:Jr2 +yx — yQ)H =1
L Véri[ionq que le couple (y;y + x) est solution :
42
(a + ab— B2)? (y+ )|

= WPy tyr—y —2ya—2?)? =

= [ +yytao)-
(y* — gy — x7)?

[ —(y —yx— I2)]‘2 (y* —yx —a?)

b. ® Du fait que le couple (2 : 3) est solution, on en dé-
duit que les couples suivants sont également solu-
tions :

2 (3-2;2)=(1;2)
2 (3:2143) = (3;5)

® Du fait que le couple (5;8) est solution, d’aprés la
question précédente, les deux couples suivants sont
également solutions :
2 (8—5:5) = (3;5)
& (8:8+5) = (8;13)

4. Montrons, 4 I'aide d’un raisonnement par récurrence, que
pour tout entier naturel n, on a la propriété :
(@ ;ans1) est solution.
® [nitialisation :
Pour n = 0, (ag;a1) = (1:1) est solution.

La relation est vérifiée au rang n.

a:
® Hérédité :
Supposons que la relation est vraie au rang n; mon-
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trons que cette relation est vraie au rang n : On vient. de montrer que (G-n 1 :a,,,g) est solution; la
Au rang (n+ 1), on considére le couple (a1 ; an, 2). relation est vraie au rang (n -+ 1).
On a:

) o2 5 5 2 On bient de montrer entre que pour tout entier n, le
(0‘, +ab—b ) = (Gﬁ F1 + pt1-Gnro — (f-n.g)

couple (ay, ;a,1) est solution.

9
‘ ? - . . .
= {a;ﬁ,l + a1 (A + a'n) — (a1 + Um) ] D’aprés la question 1. b. . tout couple d’entiers solution
sont premiers entre eux.

9

2 2 2 ¢ 2
Opy F g+ G-y — Gy g — Z'U'?H'l'a?l - On)

= (
= (02 — apir-ty — a2)°
= (

Par hypothése de récurrence : (an $ gy 1) est solution :

9
(Qi + ap10n — U,i : 1)}

2 2 )2
a, t+a,a, 9 — a.nH)

— 1
VERS L’EXERCICE 9
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EXERCICE 9

On rappelle que 2003 est un nombre premier.

1. a. Déterminer deux entiers relatifs u et v tels que :

123y + 2003v = 1
b. En déduire un entier relatif kg tel que :
123k =1 (mod.2003)

c. Montrer que, pour tout entier relatif z,
1232 = 456 (mod.2003) si, et seulement si, x =
456k, (mod.2003)
d. Montrer qu'il existe un unique entier n tel que :
1 <n<2002et 123n =456 (mod.2003)
2. Soit a un entier tel que : 1 < a < 2002

PGCD(a; 2003)
En déduire qu’il existe un entier m tel que :
(mod. 2003)

a. Déterminer :

am=1

b. Montrer que, pour tout entier b, il existe un unique
entier z tel que :
0<a<2002et ax =5 (mod.2003)

Correction

1. a. Déterminons le PGCD de 123 et 2003 4 'aide de
lalgorithme d’Euclide; on a les divisions euclidiennes
suivantes :

i. 2003 = 16x123 + 35

. 123 =3%35+18

iii. 35=1x18+17

iv. 18=1x17+1

v. 17=17x1+0
En notant a = 2003 et b = 123 :
i. 2003 = 16x123 4+ 35

a =166+ 35
a—16:b=35
35 =a—16-b
ii. 123 = 3x356 + 18

b=3x(a—16:b) + 18
b=3a—48b+ 18

—3.a+49-b6=18
18 = —3-a+49b
iii. 35 = 1x18+ 17

(a—16b) = 1x( —3-a+49b) + 17
a—16b=—-3a+49-b+ 17

4. — 656 =17
17 =4-a — 650
iv. 18 = 1x17 + 1

—3a+49b = 1x (40 —65b) +1
—3a+49b=40a0—65b+1
—Ta+114-6=1
1=~-Ta+114:b
Ainsi, le couple (114; — 7) est une solution de I’équa-

tion :
123w+ 2003-v =1

b. De la question précédente, on en déduit 1'égalité :

e 1 l

2.

123x114 + 2003x(—7) = 1
La congruence permet d’écrire :
123x114 1 2003%(=7) =1 (mod.2003)
123x114 4+ 0x(=7) =1 (mod.2003)
123x114 =1 (mod.2003)
Ainsi, kg = 114.
(mod.2003)

c. ® «—— :supposons que x = 456-kq

Ona:
x = 456-ks (mod.2003)
123-2 = 123.456-k; (mod.2003)
123-2 = 456-(123-k,) (mod.2003)
123-2 = 456-1 (mod.2003)

123-2 = 456 (mod.2003)
® ——= : supposons que 123.2 = 456 (mod.2003)
On a:
123.x = 456 (mod.2003)

kp-123-x = kg-456  (mod.2003)
(123-ky)-x = ko-456  (mod. 2003)

D’aprés la question précédente :
= ko456 (mod.2003)

d. Supposons 'existence de deux entiers n et n’ vérifiant
les conditions suivantes :
1< n <2002 123n =456 (mod.2003)
1< n' <2002 123-n' = 456 (mod.2003)
En effectuant membre a membre les inégalités et les
équivalences, on obtient :
2001 < n —n' < 2001
0 (mod.2003)
De 1a derniére équivalence, on en déduit que le produit
123-(n — n’) est un multiple de 2003,
Le nombre 2003 est premier ; ainsi, 2003 et 123 sont
deux nombres premiers entre eux. D’aprés le théoréme
de Gauss, on en déduit que 2003 divise (n —n').
Or, (n—n') € [ —2001; 2001] et (n —n') est un mul-
tiple de 2003 ; on en déduit :
n—n'"=0

3

123-(n — n') =

n=n'
a. 2003 est un nombre premier; ainsi, a et 2003 sont
premiers entre eux. On en déduit :
PGCD(a; 2003) =1
D’aprés le théoréme de Bezout, il existe un couple d’en-
tiers (u;v) tels que :
wa+ 2003 =1
La congruence permet d’écrire :
u-a+ 2003 =1 (mod.2003)
v-a+ev0=1 (mod.2003)
u-a =1 (mod.2003)

On vient de montrer I'existence d’un entier m tel que :
{mod.2003)

am =1
b. D’aprés la question précédente, on a :
am=1 (mod.2003)
Soit b un entier quelconque :
am-b=1-b (mod.2003)
En notant y = b-m :
ay="b (mod.2003)
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EXERCICE 11

Soit 'équation (1) d’inconnue rationnelle z :
7823 fua? fvr—14=0
ou u et v sont des entiers relatifs.

14
1. Omn suppose dans cette question que 3 est solution de

I’équation (1).

a. Prouver que les entiers relatifs u et v sont liés par la

relation :
14u + 390 = 1129

b. Utiliser Palgorithme d’Euclide, en détaillant les di-
verses étapes du calcul, pour trouver un couple (z;y)
d’entiers relatifs vérifiant ’équation :

14z + 39y = 1
Vérifier que le couple (—25;9) est solution de cette
équation.

¢. En déduire un couple (ug;vg) solution particuliére de
I'équation :

141 + 390 = 1129
Donner la solution générale de cette équation, cest a
dire I'ensemble des couples (u;v) d’entiers relatifs qui
la vérifient.

d. Déterminer, parmi les couples (u;v) précédents, celui
pour lequel le nombre u est 'entier naturel le plus petit
possible.

2. a. Décomposer 78 et 14 en facteurs premiers.
En déduire, dans N, 'ensemble des diviseurs de 78 et
I'ensemble des diviseurs de 14.

b. Soit g une solution rationnelle de I"équation (1) d’in-
connue  :
783 + ux® +vr — 14 = 0 ot u et v sont des entiers
relatifs.
Montrer que si P et () sont des entiers relatifs premiers
entre eux, alors P divise 14 et () divise 78.

c¢. En déduire le nombre de rationnels, non entiers, pou-
vant étre solutions de I'équation (1) et écrire, parmi
ces rationnels, l'ensemble de ceux qui sont positifs.

Correction

1. a. En supposons que la fraction 1 est solution de
I'équation (1), on obtient la relation suivante sur u
et sur v :

82ty +var—14=0
1413 145 2 14
(55) tu(gg) fog-14=0
En multipliant les deux membres par 397 :
T&x14% 1 142 x39%u + 14x39% xv — 14x39* = 0
Divivsons les deux membres par 39x14 :
93142 + 14xu + 30xv — 14x392 — 0
Tdxu + 39xv = 397 — 2x14°
14w+ 39xv = 1129
b. L’algorithme d’Euclide permet d’écrire :
® 390 =2x14+11
® 14— 1x11+3

® 11 =3x3+2

® 3=1x2+1
® 2=2x1+4+0
On en déduit :
PGCD(39;14) =1
En notant « =39 et b =14, on a :
® 390 =2x14+ 11
a=2b+11
11=a-2b
® 14=1x11+3
b=1(a—2b)+3
3=b—(a—2D)
3=3b—-a
® 11=3x3+2
a—2b=33b—a)+2
a—2b=9b—-3a+2
2=4-a—11-b
® 3I=1x2+1
3b—a—1x(da—11b)+1
3b—a=4a—-110+1
1= 14b—5a
Cette derniére égalité permet d’écrire :
146 —5a =1
14-14 — 539 = 1
1414 4 (—5)-39 = 1
On en éduit que le couple (14; —5) est solution de
I’équation :
(14; —5)
Vérifions que le couple (—25 ; 9) est solution de I'équa-
tion : 14w+ 39w = 14.(—25) 4+ 39-9
1
Montrons que le couple suivant :
(—25x1129;9x1129) = (—28225;10161)
est solution de I’équation car :
14w+ 390 = 14-28 225 + 39-10 161
14-(—=25%1129) + 39-9x 1129
=1129-(14-(=25) + 39-9)
Cherchons 'ensemble des solutions de 1’équation :
142+ 39y =1129
Or, on sait que (—28225;10161) est solution de cette
équation :
14%x(—28225) + 39x10161 =1
On en déduit 1'égalité :
142 + 39y = 14x(—28225) + 39x 10161
14z + 14%x28225 = 39x10 161 — 39-y
]4-(;1:+28225) = 39-(10 161 — y)
Rappelons que 1’égalité 14-z+ 39-y = 1 montre que les
nombres et y sont premiers entre eux.
® Le nombre 14 divisant le produit 39-(10161 — lj) et
14 et 39 sont premiers entre eux; d’aprés le théo-
réme de Gauss, on en déduit que 14 divise le facteur
10,161 — 4.
On en déduit 'existence d’un entier relatif &’ tel que :
10,161 —y = 14K
—y = 14k — 10,161
y = 10161 — 14-k'
® Le nombre 39 divisant le produit 14-(x+25) et 14 et
39 sont premiers entre eux; d’aprés le théoréme de
Gauss, on en déduit que 14 divise le facteur = + 25.
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On en déduit 'existence d'un entier relatif k tel que :
x + 28225 = 39-k
x =39k — 28225
Ainsi, les solutions de I'équation 144 + 39-v = 1129
sont des couples d’entiers relatifs de la forme :
(39-k — 2822510161 — 14-k')
Parmi ces couples regardons ceux qui sont solutions de
I’équation :
14u+39v =1
14-(39-k — 28225) 4+ 39-(10161 — 14-k") =1
14%39-k — 14%x 28225 + 39x10161 — 39x14.k" = 1
14%39-k + [14>< (—28225) + 39%10 161] —39x14-k =1
14%39-k + 1 —39x14.k" =1
14%x39-k —39x14-k"=0
14%39-(k— k') =0
On en déduit Iégalité :
=1k
Ainsi, les couples d’entiers relatifs sont les couples
d’entiers :
(39-k — 2822510161 — 14-k) ou k est un entier re-
latif
d. Reésolvons l'inéquation :
39k —28225 20
39-k > 28 225

28225
k>
39
On en déduit que la valeur de & recherchée est 724 ce
couple est :
(11;25)
a. On a les deux décompositions suivantes :
782
393 1412
13(13 T\7
1 1
78 = 2x3x13 14 = 2x7
On a les deux arbres de choix suivants :
]30 -1

a0 1
3 13143

<

90 31 130’3 70/—130'1
\<13k39 20 T j30-7

13072 9! 13772

2 3 ~ 1396 T~ 130- 14

X

P . .
Supposons  que 6 est une solution rationnelle de

I’équation (1) :
782 tuwa’ v —14=10
P3 P2 P
w5 o) o () s
0 +u 0 +u 0
T8 P% +u-P?Q +v-P-Q*—14.Q° =0
Cette équation peut s’écrire des deux maniéres sui-

vantes :
® 78.P% 4 u~P2-Q + n-PQ'3 — 14'(;33 =0

78 P +uPLQ +v-P-Q? = 140
P18 P fuPQ+oQ = 14Q°
En supposant que les entiers P et (Q sont premiers
entre eux et d’aprés le théoréme de Gauss, on en
déduit que P divise 14.
o 8P f PO+ v-PQ? —140% — 0
uw-P?-Q + v-P-Q* —14-Q* = T8.P3

Q. (U.P? | U~P‘Q _ 11@3) — 78.p3
En supposant que les entiers P et (2 sont premiers

entre eux et d’aprés le théoréme de Gauss, on en
déduit que @ divise 78.

“Remarque personnelle : I'énoncé de cette question
précise “les rationnels pouvant &tre solutions”
car la question b. donne un critére nécessaire aux en-
tiers P et () pour étre solution de (1) mais cette condi-
tion ne suffit peut étre pas’.

Sachant que P est un diviseur de 14 et () est un divi-
seur de 78, voici I’ensemble des diviseurs pouvant étre
solution de (1) :

1 2 3 6 13 26 39 78
| 1 1 1 1 1 1 1
2 3 6 13 26 39 78

2 1 2 1 2 1

2 1 = sl == | = | =
3 3 13 13 39 39

- 7 7 7 7 7 7 7
2 3 6 13 26 39 e}

14 7 14 7 14 7

Wl ==Ll 2L
3 3 13 13 39 39

|= i~ 31—

()

Voici les rationnels positifs succeptibles d’étre solu-
tions de I'équation (1) :

. 1 1 1
T2 3 6 13 7 26 39
2 2 2 7
;2 3 = i = 7 5
3 13 39 2
7 7 7 7 7
— = 5 = 5 = 5 = ; 14
6 13 26 39 78
14 14
13 39

On en déduit qu'il existe 24 rationnels positifs pouvant

ol -6 étre solution de 1'équation (1) ; par symétrie, il existe
3 13 48 rationnels pouvant étre solution de I’équation (1).
1
135 g
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EXERCICE 13

Les parties A et B sont indépendantes.
Partie A

On considére I"équation (F) : Tz — 6y = 1 on x et y sont des
entiers naturels.

1. Donmer une solution particuliére de 1’équation (FE).

2. Déterminer I'ensemble des couples d’entiers naturels so-
lutions de I'équation (F).

Partie B

Dans cette partie, on se propose de déterminer les couples
(n;m) d’entiers naturels non nul vérifiant la relation :
T = 3x2™m =1 ()

1. On suppose m < 4.
Montrer qu’il y a exactement deux couples solutions.

2. On suppose maintenant que m = 5.

a. Montrer que si le couple (n;m) vérifie la relation (F)
alors :
™=1 (mod.32)

b. En étudiant les restes de la division par 32 des puis-
sances de 7, montrer que si le couple (n;m) vérifie la
relation (") alors n est divisible par 4.

¢. En déduire que si le couple (n;m) vérifie la relation
(F)alors 7* =1 (mod.5).

d. Pour m = 5, existe-t-il des couples (n;m) d’entiers
naturels vérifiant la relation (F)?

3. Conclure, c’est-a-dire déterminer ’ensemble des couples
d’entiers naturels non nuls vérifiant la relation ().

Correction

Partie A :
1. Le couple (1;1) est une solution de I'équation :
Tx—6y=7Txl—-6x1=1

2. Soit (x;y) une couple solution de I'équation (F); on a
légalité :
Tx—6y—1
Tx—6y="Tx1—6x1
T-x—Tx]=6y—6xI
Ta—1) = 6:(y — 1)
On en déduit les deux remarques suivantes :
® [’entier 7 divise le produit 6-(y — 1). Or, les entiers 6
et 7 sont premiers entre eux; d’aprés le théoréme de
Gauss, on en déduit que 7 divise y—1. Ainsi, il existe
un entier relatif &’ vérifiant :
y—1="TF
y=Tk +1
® [’entier 6 divise le produit 7-(x — 1). Or, les entiers 6
et 7 sont premiers entre eux; d’'aprés le théoréme de
(Gauss, on en déduit que 6 divise x—1. Ainsi, il existe
un entier relatif & vérifiant :
z—1=06+k
x=6-k+1
Ainsi, les couples solutions de 1’équation (£) admettent
Iécriture :
(6k+ 174 +1)

Vérifions sous quelles conditions un couple précédent est
solution de I'équation (F) :
Ter—6y=1
7-(6k+ 1) — 6(Tk +1) =1
A2 + 7 —42F —6=1
A2k — 42K +1=1
12.(k - k") =10

k—k =0
k=1FK
Ainsi, les couples solutions de I'équation (F5) admettent
I’écriture :
(6:k+1:7k+1)
Partie B

1. Considérons m un entier non nul inférieur ou égal &4 4 :
® Pourm—=1:
7 —3%x2™ = Inewline On en déduit que le couple

T —3x2! =1
™ 6=
™ =T

(1;1) est solution de I’équatino (F).

® Pour m =2 :
On cherche n afin de vérifier 1'égalité suivante :
T —3x2m =1

T - 3x2% = 1
T 3x4 = 1
T -12=1
T =13

Il n’existe pas de couple (n.;2) vérifiant I'égalité (F).
® Pour m =3 :
On cherche n afin de vérifier I'égalité suivante :
T —3x2m =1
™ —3x20 =1

TP —3x8=1
T —-24=1
=25

Il n’existe pas de couple (n?) vérifiant I'égalité (F).
® Pour m—=4:
T —3x2™ =1
T —3x2' =1
7" —3x16=1
T —48 =1

T

49
On en déduit que le couple (2;4)
Il y a exactement 4 solutions de I'équation (F).

2. On suppose que m =5 :
a. Puisque m est supérieur ou égal & 5, on a :
m=>5+(m—>5)oum =5,
On en déduit 'égalité :
T —3x2m =1
T — 3x20x25m = 1
T —3x32x257" =1
On en déduit 1'équivalence :
™ —3x0x2°"™ =1 (mod.32)
*=1 (mod.32)
b. On remarque que :
7 =2401 =75x32 + 1 =32 (mod.32)
Le reste de la division euclidienne de n par 4 donne
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’existence d'un couple (g;r) vérifiant :
n=qgx4+ronl<r<4
On a les trois posibilités suivantes :
® r—=10:
qu-’l Fr 7q><4 O (74)({

19=1 (mod.32)

& r—=1:
7qx4+r — 7q><47] — (74)CIX l,]

19x7=7 (mod.32)

o r=2:
TaXATT . pqrA+2 (71 q

~—
X

=19%7° =49 =17 (mod.32)
& r=2:
qu-’l br 7q><4 3 (74)qx73
=19%343 =23 (mod.32)
Ainsi, si (n;m) est un couple solution de I'équation
(F'); alors, il doit vérifier, d’aprés la question a.,
I'équivalence suivante :
=1 (mod.32)
Alors, nécessairement pour vérifier ’équivalence pré-
cédente, on doit avoir :
n=0 (mod.4)

La question précédente montre que l'entier n est un
multiple de 4 ; il existe un entier naturel k& tel que :
n=4-k
Om a l'égalité :
7= 7k = (70)* = 2401k
=1% (mod.5)=1 (mod.5)

Soit (n;m) un couple de solution de I’équation (E);
on a ’égalite et les équivalences suivantes :

o 3xom = 1
7" —3x2" =1 (mod.5)
1-3%x2" =1 (mod.5)
—3x2m =0 (mod.5)
32" =0 (mod.h)

Cela signifie que 5 divise le produit 3x2™; or, les
nombres 3 et 5 sont premiers entre eux, d’aprés le théo-
réme de (Gauss, on en déduit que 5 divise le facteur 2™
ce qui est une absurdité.

Il n'existe pas de couple vérifiant 1’égalite (') pour
m 2 5.

On en déduit qu’il n’existe que deux couples solutions de
cette équation :

S {(1;1);(2;4))

VERS L’EXERCICE 15
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EXERCICE 15

Les questions 1. et 2. sont indépendantes.
Soit i un entier naturel non nul.

1. On considére I’équation notée (F) :
3z + Ty = 10%* o = et y sont des entiers relatifs.

a. Déterminer un couple (u;v) d’entiers relatifs tels que :

Ju+Tv=1
En déduire une solution particuliére (zq ; yo) de I’équa-
tion ().

b. Déterminer l'ensemble des couples d’entiers relatifs
{z ;y) solutions de (£).

2. On considére I’équation notée () :
3x? + Ty? = 10°" ou z et y sont des entiers relatifs.

a. Montrer que : 100=2 (mod.7).
Démontrer que si (x;y) est solution de (&) alors
322 =2 (mod.7).

b. Reproduire et compléter le tableau suivant :

Reste de la division 0 1 2 3 4 5 6
cuclidienne de x par 7

Reste de la division
euclidienne de 32> par 7

c. Démontrer que 2" est congru a 1, 2 ou 4 modulo 7.
En déduire que I’équation (G) n’admet pas de solution.

Correction

1. a. Lecouple (—2; 1) est une solution de 1’é¢quation pro-
posée :
JutTo=3(-2)+71=1
On en déduit que le couple (—2>< 1027, 1[]3”) est solu-
tion de I'équation (F) : ' '
3xg+ Typ = 1 = 3-(—=2x10%7) 4 7.102»
64 7) = 10"

10275'( _

b. Soit (x;y) une solution de I"équation (F); on en dé-
duit :
a4 Ty = 102"
(xo;yo) est solution de () :
34Ty =320+ Ty
3r—3xg=Tyo— Ty
3(x—x0) =7y —y)
3 (2 +2x107) = 7.(10"" — y)
De I’égalité précédente, on en déduit :
® 3 divise le produit 7-(10*" —y) ; or, les deux entiers
3 et 7 sont premiers entre eux, on en déduit que, 4
I’'aide du théoréme de Gauss, que 'entier 3 divise le
facteur 10% — .
On en déduit existence d'un entier &’ vérifiant :
]02?1 —y = 3.k
—y =3k —10°"
y = 107" — 3.k’
® 7 divise le produit 3-(x + 2x10%") ; or, les deux en-
tiers 3 et 7 sont premiers entre eux, on en déduit que,
a l'aide du théoréme de Gauss, que l'entier 7 divise
le facteur = + 2x 1027,
On en déduit l'existence d'un entier k£ vérifiant :
x4+ 2x10%" = Tk
x = Tk —2x10%"

Z,

b.

T

Ainsi, I'ensemble des solutions de ’équation (&
les couples d’entiers de la forme :
(T-k — 2x10°™;10%" — S-k’) ounkeN kel

) sont

Vérifions maintenant quels couples de cette
forme sont solutions de léquation (FE); soit
(7-k — 2x10%% ;107" — 3.} solution de (£) :
3(Tk —2x10%) + 7-(10%% = 3.k") =1
37k — 32x10%" + 710%™ = 7-3-k' = 1
20k — ) + [3:( = 2x10°) 4+ 7107 =1
21-(k—&)+1=1
21-(k— k') =0
k—k'=0
k=Fk

Ainsi, l'ensemble des solutions sont l’ensemble des
couples d’entiers s’écrivant sous la forme :
(7~/c — 210%™ ;10" — 3-1'\") oukeN

a. La division euclidienne de 100 par 7 donne :
100 = 14x7+ 2

On en déduit I'équivalence suivante :

100=2 (mod.7)
Soit (2 ; y) une solution de I'équation () ; on a les éga-
lités et les équivalences suivantes :

3.2 + Ty = 10"

32? +0y° = (10%)"  (mod.7)
32? = 100" (mod.7)
327 =2" (mod.7)

On a le tableau suivant :

&€

32

27 | 48 | 75 [ 108

Reste de la division 0 3 5 6
euclidienne de 322 par 7

C.

Soit n» un entier naturel non-nul; la division eucli-
dienne de n par 3 donne l'existence du couple d’entiers
(qi7r):

n=3q+tr
On a 'équivalence suivante :

2 = 234+ = 234% 2" (mod.7)

= (2%)'%x2" = 89x2" (mod.7)

=19%2"=2" (mod.7)
Ainsi, 2" peut avoir pour reste :

® Sile reste de n par 3 vaut 0 :

2m=2=1 (mod.7)
® Sile reste de n par 3 vaut 1 :

n=2'=2 (mod.7)
® 5i le reste de n par 3 vaut 2 :

M =22=4 (mod.7)
Ainsi, on vient de montrer que les deux expressions
3.2 et 2" ne peuvent avoir le méme reste par la divi-
sion euclidienne par 7.
De méme, les deux expressions 3-2° + 7-y° et 10°" ne
peuvent avoir le méme reste par la division euclidienne
par 7; A fortiori, ces deux nombres ne peuvent jamais
étre égaux : I'équation () n’admet aucune solution.
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EXERCICE 16

Partie A - Restitution organisée des connaissances

On rappelle ci-dessous le théoréme de Bézout et le théoréme
de Gauss.

Théoréme de Bézout :

Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si, et
seuleemnt si, il existe un couple (u;v) d’entiers relatifs vé-
rifiant a-w + bv = 1.

Théoréme de Gauss :

Soient a, b, ¢ des entiers relatifs.

Si a divise le produit b-c et si @ et b sont premiers entre eux,
alors a divise ¢

1. En utilisant le théoréme de Bézout, démontrer le théo-
réme de Gauss.

2. Soient p et g deux entiers naturels tels que p et ¢ sont
premiers entre eux.
Déduire du théoréme de Gauss que, si @ est un entier
relatif, tel que a =0 (mod.p) et « =0 (mod.q), alors
a=0 (mod.pg)

Partie B

On se propose de déterminer l'ensemble & des entiers relatifs
n vérifiant le systéme :
{ n=9 (mod17)

n =3 (mod.5)

1. Recherche d'un élément de S.
On désigne par (u;v) un couple d’entiers relatifs tels
que :

17u+5v =1

a. Justifier 'existence d’un tel couple (u;v).
b. On pose ng = 3x17u + 9x5Hw.
Démontrer que ng appartient a S.
¢. Donner un exemple d’entier ny appartenant a S.

2. Caractérisation des éléments de S.

a. Soit n un entier relatif appartenant a S.
Démontrer que n —ng =0 (mod.85).

b. En déduire qu'un entier relatif n appartient a § si, et
seulement, si il peut s’¢écrire sous la forme n = 434 85k
ol k est un entier relatif.

3. Application.
Zoé sait qu’elle a entre 300 et 400 jetons.
Si elle fait des tas de 17 jetons, il lui en reste 9.
Si elle fait des tas de 5 jetons, il lui en reste 3.
Combien a-t-elle de jetons 7

Correction '

Partie A

1. Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs non-nuls.
Supposons que a divise b-c et que a et b sont premiers
entre eux.

a divise b-c. On en déduit 'existence d'un entier relatif
k tels que :
b-c=ka

a et b étant premiers entre cux : pged (a; b) = 1.
D’aprés l'identité de Bézout, on en déduit l'existence

d’un couple d’entiers (u;v) vérifiant :
au+be=1
On a les égalités suivantes :
autbuv=1
au+bv=1
clau+buv) =c
a-(u-c) + (b-c)v =c
D’aprés la premiére remarque :
a-(uc) + (kv)v=c
a(uwe+v) =c

L’égalité précédente montre que 'entier a divise c.

2. Soit a un entier relatif tel que :
a=0 (mod.p) a=0 (mod.q)

Puisque @ = 0 (mod. p), il existe un entier relatif & tel
que :
a=kop

Du fait que e =0 (mod.q), on en déduit que Uentier ¢
divise le produit k-p. Or, d’aprés les hypothéses, p et g
sont deux entiers premiers entre eux.
D’aprés le théoréme de Gauss, on en déduit que I'entier
q divise k. Ainsi, on a l'existence d'un entier relatif &’
vérifiant 1'égalité :
k=k-q.
L’entier a admet donc pour écriture :
a=k-pq.
On en déduit que le produit p-g est un diviseur de a :
a=0 (mod.pq)
Partie B

1. a. Deux justifications sont possibles pour cette ques-
tion :
® La simple présentation du couple (—2;7) vérifiant
Iégalité permet de justifier Iaffirmation :
1Tu+bv=17x(-2)+5x7=-34+35=1
® [e théoréme de Bezout justifie 'existence d’au moins
un couple vérifiant cette égalité.
Les nombres 17 et 5 étant deux nombres premiers,
ils sont nécessairement premiers entre eux. Le théo-
réme de Bezout assure 1'existence d'un couple (u;v)
vérifiant 1'égalité :
17u+bv=1
b. Testons le nmombre ng dans les deux classes de
congruences :
® ng = 3x17u+ 9Ix5v = 3x1Tu + 9% (1 — 17u)
=3x17u+ 9 —9x17u
=3x0xu+9—9x0xu (mod.17)
=0+9-0 (mod.17)
=9 (mod.17)
® ng=3x17Tu+ 9Ix5v = 3x (1 — 5v) + Ix5v
=3 —3x5v + 9Ixbv
=3 —3x0xv + I%x0xv (mod.5)
=3-0+0 (mod.5)
=3 (mod.5)
On en déduit que I'entier ng appartient a S.

¢. En utilisant le couple obtenu & la question a., on a :
np = 3x1Tu + 9%xbv = 3x17x(—2) + Ix5x7 = 213
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2. a. Soit n un entier relatif appartenant i 'ensemble S.
Cet entier vérifie les deux relations de congruence sui-
vantes :

n=9 (mod.17)
Ainsi, on a :
n—-ny=9-9=0 (mod.17) ; n—-ng=3-3=
0 (mod.5)
Les nombres 7 et 17 sont des nombres premiers, a for-
tiori, ce sont des nombres premiers entre eux.

n=3 (mod.5)

D’apres la propriété 2. établie & la partie A, on a :
n—no=0 (mod.8&5)
b. De la congruence précédente, on en déduit 'existence
d'un entier £ tel que :
n—ny =85k
n=ngy+ 85k
n =213+ 85k
n =45+ 2x85 4 85-k
n=45+85(k+2)
On vient de montrer que tout entier appartenant a
l'ensemble & admettait une écriture de la forme :
n =43+ 85k ol k est un entier relatif.
Réciproquement, prenons un entier n tel que :
n=43+ 85k
et montrons que cet entier appartient & 'ensemble §.
On a les congruences :
® n=43+485k=3+8xb+5x1Tk
=3+ 8x0+0x17k (mod.5)
=3+0+0 (mod.5)
=3 (mod.h)

® n=43+85k=9+2x17+5x17k
=04 2x040x17-k (mod.5)
=94+04+0 (mod.5)
=9 (mod.5)

On en déduit que 'entier n est un élément de S.

3. Soit n le nombre de jetons obtenu par Zoé. Traduisons
les conditions de I’énoncé :
® Si elle fait des tas de 17 jetons, il lui en reste 9 :
n=9 (mod.17)

® 5i elle fait des tas de 5 jetons, il lui en reste 3 :
n=3 (mod.5)
Ces deux conditions étant vérifiées par 'entier n, on en
déduit que l'entier n est un élément de S.
Ainsi, il existe & tel que n = 43 + 85-k.

La condition que le nombre de jetons possédait par Zoé
se situe entre 300 et 400 se traduit par 'encadrement :
300 < 434 85-k < 400

300-43 < 85k < 400-43

257 < 85k L 35T
257 357
— k —_—
85 85
3,02 < k < 4.2
k étant un entier relatif, de I'encadrement précédent, on
en déduit que k& = 4.

VA

Ainsi, Zoé posséde exactement :
n =43+ 85x4 = 434 340 = 383

VERS L’EXERCICE 18
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EXERCICE 18

On considére la suite (u,) d'entiers naturels définie par :

g — 14
Uy 1 = D, — 6 pour tout entier naturel n

1. Calculer uy, us, uz et wy.
Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux
derniers chiffres de u,, 7

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, upyos =
wy, (mod.4).
En déduire que pour tout entier naturel k, wusp =
2 (mod.4) et ugp 1 =0 (mod.4).

3. a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel
n, 2u, = 52 4 3.
b. En déduire que, pour tout entier naturel n, 2u, =
28 (mod.100).
4. Déterminer les deux derniers chiffres de 1’écriture déci-
male de u,, suivant les valeurs de n.
5. Montrer que le PGCD de deux termes consécutifs de la
suite (uy,) est constant. Préciser sa valeur.

Correction

1. Voici les cing premiers termes de la suite (an) :
L Uy 14

Uy =5uy —6=514-6=70-6=064

g = 5 —6 =564 — 6 =320 — 6= 314

ug = >ug —6 =5-314 — 6 = 1570 — 6 = 1564
Uy = >ug —6 = 51564 — 6 = 1570 — 6 = 7814

On peut émettre la conjecture que les deux derniers
chiffres de cette suite sont respectivement 14 et 64.

2. Ona:
58 5Uni1 — 6= 5- (5% - 6) —6
— 95, — 30 — 6 — 25.u, — 36
=1lwu, —0 (mod.4) =w, (mod.4)

D’aprés la propriété précédemment établie et pour £ un
entier naturel, on a :

® 2.k est toujours un entier naturel pair :
o =up = 14=2 (mod.4)

® 2.1 est toujours un entier naturel impair :
g1 =u =64=0 (mod.4)

3. a. Etablissons par un raisonnement par récurrence,
I’égalité suivante pour tout entier naturel n :
2, =512 4+ 3
® [nitialisation :
Ona:
Ce qui établit que la propriété est vraie au rang 1.
® lérédité :
Supposons la propriété vraie au rang n; on a :
2, = 5243
Ona:
2,1 =2 (5u, —6)

=5 (2u,) —12=5 (5% + 3) — 12
= 5 TNFZ 415 12 = 5T 4 3

Ainsi, la propriété est vraie au rang (n -+ 1).

b. Par récurrence, montrons que pour tout n € N, on a :
5772 =25 (mod.100)
® [nitialisation :
50 2 52 25
® Hérédité :
Supposons que pour n € N, on a :
5772 =25 (mod.100).
Ona:
5(?17])+2 =5. 511+‘2
=5-25=125=25 (mod.100)
On en déduit, a 'aide de la question a. :
Dy, =BT 43
=25+3 (mod.100)
=28 (mod. 100)

4. Pour n un entier naturel, on a :
2-uy, =28 (mod. 100)
Il existe un entier naturel & tel que :
21, — 28 4+ 100-k
Uy, = 14 + 50-k
On remarque facilement que si :
® [ est pair : il existe k' tel que & =2-k"; on a :
ty, = 14+ 50-(2-1.1’) = 14 + 100K’
Le nombre u,, se termine par 14.
® (k+1) est impair : il existe &’ tel que k = 2-k'+1; on
a:
wy = 14+ 50-(2-6" + 1) = 14 4 100-k" + 50

64 + 100-%'
Le nombre u,, se termine par 64.

5. Deux démonstrations semblent possibles pour cette ques-
tion : notons :
d = PGCD(upi1; un)
® On a l’égalité suivante :
PGCD(uu (13 u”) PGCD(S-!L” —6; u”)
Par soustractions successives et les propriétés du
PGCD :
= PGCD(u,; —6)
Ainsi, d divise —6; les valeurs possibles sont alors 1,
2,3,6:
= 1 est impossible car deux termes consécutifs ont leurs
deux derniers chiffres qui terminent par 64 et 14 : en-
trainant qu’ils sont tous deux divisibles par 2.
e 3 est également impossible car de 1'égalité :
2, = 572 -3
On montre facilement que si u,, est divisible par 3
alors a fortiori 5" est également divisible par 3 ce
qui est faux car 3 et 5 sont deux nombres premiers
entre eux.
e Si u, n'est pas divisible par 3 alors il ne peut étre
divisible par 6.
Il ne reste qu'une possibilité d = 2.
® On a les égalités suivantes :
2 PGCD(2uy,; 2u,1) = 22PGOD (uy ; tpi1)
= 2d
2 PGCU(ZUH ; 2-un+1)
= PGCD(5"* +3; 57 +3)

On en déduit que d divise 5" 2+3 et 577343 il divise
donce leur différence. 11 existe & € Z tel que :
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E9.d = (’571.73 T 3) _ (5n+2 1T 3) eux. |
?1;3 nld  end2 d divisant 2-5" 2, d’aprés le théoréme de Gauss, on en
=5 =5 (5-1) déduit que d divise 2 :

_ gpnt2 d=1 ou d=2

— kd = 25" Les deux nombres u,, et u,, | étant pairs, on en dé-
Le chiffre des unités de u,, et u,, ., est 4 (voir question duit :
précédente) : on en déduit que ces deux nombres ne d=2

sont pas divisbles par 5. d n’est pas un multiple de 5;

; } ; On vient de montrer que le PGC'D de deux termes consé-
5 étant un nombre premier, d et 5 sont premiers entre

cutifs vaut 2.

VERS L’EXERCICE 20
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EXERCICE 20

Partie A

On admet que 1999 est un nombre premier. Déterminer 'en-
semble des couples (o ;b) d'entiers naturels admettant pour
somme 11994 et pour PGC'D 1999,

Partie B
On considére I'équation (F) d’inconnu n appartenant a N :
(E): n? —Sn+ 11994 = 0 ot S est un entier naturel.

On s’intéresse A des valeurs de S telle que () admette deux
solutions dans N.

1. Peut-on déterminer un entier S tel que 3 soit solution de
(E)?
Si oui, préciser la deuxiéme solution.

2. Peut-on déterminer un entier S tel que 5 soit solution de

(£)7

3. Montrer que tout entier n solution de (F) est un diviseur
de 11994.
En déduire toutes les valeurs possibles de S telles que
(F) admette deux solutions entiéres.

Partie C

Comment montrerait-on que 1999 est un nombre premier 7
Préciser le raisonnement employé 7
La liste de tous les entiers premiers inférieurs 4 100 est pré-
cisée ci-dessous :
2 3 . 5 : 7T : 11 : 13 ; 17 ; 19
23 ; 31 ; 37 ; 41 ; 43

61 ; 67 ; 71 : 73 ; 79 : 83 ; 89 :; 97

A7 ;53 ; 59

H

Correction
Partie A

Les entiers a et b admettent pour PGC'D V'entier 1999 ; ainsi,
il existe deux entiers k et k', premiers entre eux, tels que :
a=Fk-1999 ; b=1Fk -1999
Puisque la somme des deux entiers a et b vaut 11994, on a :
a+b=11994
k-1999 4 £'-1999 = 11994
1999-(k + k') = 11994
11994
k+ k= ——
+ 1999
E+E =6

Ainsi, les couples (k : k’] d’entiers premiers entre eux et tels
que k+k'=6 sont (1;5) ; (5:1)
Les couples (a;b) d’entiers naturels admettant pour somme

11994 et ayant pour PGC'D 1999, on a :
(1999;9995) (9995;1999)

Partie B

1. Supposons que 3 est solution, I'entier S vérifie alors |'éga-
lité :
32 —3.8+11994 =0
—3.5+12003=0
—3-5=-12003
S = 4001

L’équation (F) s'écrit alors :

(E): n* —4001-n+ 11994 =0
Ce polynéme admet pour discriminant :

A=b? —dae—(4001)2 —4x1x11994 = 15960025
On a la simplification : VA = /15960025 — 3995

Le discriminant étant strictement positif, ’équation (£)
admet deux racines données par :

—b—+A —b+ VA
T = Ty = —————
2-a 2-a
- —(—4001) — 3995 - —(—4001) + 3995
2x1 B 2x1

4001 — 3995 4001 +3995
=—a -—

6 7996
T2 2

3 3908

La seconde solution de cette équation a pour valeur 3998.

Supposons que 5 soit solution de (£) ; ainsi, on a 1'égalité
suivante :
5 — 95411994 =0
25 —-5.5+11994 =10
—554+12019=0
5.8 =12019
12019
5

S n'est pas un entier.

Soit n un entier naturel solution de (E), on a I'égalité
suivante :
n’ —Sn1+ 11994 =0
n? —Sn=—11994
n-(n—8) = —11994
Ainsi, un entier n est solution de () si, et seulement si,
il divise 11994,

Voici la décomposition en produits de facteurs premiers
de 'entier 11944 :
11994 = 2x3x1999

Ainsi, 'ensemble des diviseurs de 11994 est donné par
I’arbre de choix suivant :

19990 |
30'/<:19991
//41::' 1999
3
90 31 1999
\< )
1999° 5997
1999° 2
2! 30 19991

\< 3998
6

3! 19990
\< |
1999 11904

Les valeurs possibles de S sont :
® n—=1:
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1.(1-5) = ~11994
—§=—11995
S = 11995

n=2:
2:(2—9) = —11994
2— 8 = -5997
S = 5999
® n=3:
3(3-9)=-1199
3-8 =-3998
S = 4001
® n—=06:
6:(6—9) = —11994
6— S =—1999
S = 2005
n=1999:
1999-(1999 — §) = —11 994
1999 — S = —6
S = 2005

3998.(3998 — §) — —11994
3998 — S5 =-3
S =4001
® n=>5997:
5997.(5997 — §) = —11994
5997 — 8§ = -2
S — 5999
® n—=11994:
11994-(11994 — S) = —11994
11994 — 5§ = —1
S =11995
Ainsi, les possibilités pour S sont :

2005 ; 4001 ; 5999 : 11995
Partie C

Si 1999 est non-premier, il admet un diviseur premier dans
I'intervalle :
(2:v/1999] C [2; 45]

Ainsi, il suffit de tester la divisibilité de 1 999 parmi les entiers

) premiers :
® n=23998 : 2 . 3 5 5 ;7T ;11 ;13 ; 17T ;19
23 ;31 5 37 ; 41 ; 43
Et aucun de ces entiers n’est un diviseur de 1999,
VERS L’ EXERCICE N°21
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EXERCICE 21

Pour chacune des cing propositions suivantes, indiquer si elle
est vraie ou fausse et donner une démonstration de la réponse
choisie. Une réponse non démontrée ne rapporte aucun point,

Proposition 1 : Pour tout entier naturel n, 3 divise le
nombre 227 — 1

Proposition 2 : Si un entier relatif = est solution de 1’équa-
tionz> + =0 (mod.6)alorsz=0 (mod.3)

Proposition 3 : L'ensemble des couples d'entiers relatifs
(z;y) solutions de I'quation 12-z — 5.y = 3 est l'en-
semble des couples (4 +10:k;9+ 24-k) oukelZ

Proposition 4 : Il existe un seul couple (a;b) de nombres
entiers naturels, tel que a < b et PPCM(a;b) —
PGCD(a;b)=1

Deux entiers naturesl M et N sont tels que M a pour écriture

abc en base dix et N a pour écriture bca en base dix.

Proposition 5 : Sil'entier M est divisible par 27 alors I’en-
tier M — N est aussi divisible par 27.

Correction

1. Vraie :
On a les égalités et les équivalences suivantes :

220 1= (2%)" 14 1
=1"-1=1-1=0 (mod.3)

2. Faux:
11 suffit de prendre z =2 :
® 1 vérifie 'égalité :
P+2=224+2=6=0 (mod.6)
® Mais, on a :
t=2#0 (mod.3)

Ainsi, z = 2 est un contre exemple & cette proposition.

3. Faux :
Vérifions que le couple (9 ; 21) est solution de 'équation :
122 — 5.y = 12x9 — 5x21
=108 — 105
=3
Mais, il n’existe pas de k € Z tel que :
(9;21) = (4 +10k;9 + 24-k)
Résolvons I’équation :

Cette équation n'a donc pas de solution dans Z.

. Vrai:

Notons d le PGCD de a et de b; on al'existence de deux
entiers k et &’ tels que :
a=kd ; b=kd
On a les deux égalités suivantes :
PPCM(a;b)=kk'-d ; PGCD(a;b)=d
Etudions 'égalité suivante :
PPCM(a;b)— PGCD(a;b) =1
kk'd-d=1
d-(kk'—1) =1
La derniére égalité nécessite :
e J—1
Lk - 1=1=kk =2
On a k < k', on en déduit nécessairement :
k=1 ; KF=2

Le seul couple solution de cette égalité est (1 : 2)

. Vraie :

Supposons que 'entier M vérifie la relation :
M=10 [(mod.27)
—10

abc = 0 (mod.27)
ax10®+bx10+c= 0 (mod.27)
19a410b+c= 0 (mod.27)
On a I'égalité suivante :
N— 5

N=b10* + 10 +a
19-N =19 (6107 + ¢:10 + a)
19-N =19-(b-19 + ¢10 + a)
19-N = 361-b+ 190-c + 19-a
19-N = 361-b+ 190-c+ 19-a  (mod. 27)
19N =10-b+ 1-c+19a  (mod.27)
19N =19a+10b4¢ (mod.27)
19N=M (mod.27)
19N =0 (mod.27)

On en déduit que le produit 19-N est divisible par 27;
or, les nombres 19 et 27 sont premiers entre eux : d’aprés

44+10k=9 le théoréme de Gauss,on en déduit que n est divisble par
10k=9—-4 27.
10:k=5
1
k=—
2
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EXERCICE 22

1. Montrer que, pour tout entier naturel non nul &£ et pour
tout entier naturel z :

(z—D-(1+z+a’+ - +aF ) =aF-1

Dans toute la suite de 'exercice, on consiére un nombre
entier a supérieur ou égal a 2.

2. a. Soit % un entier naturel non nul et d un diviseur po-
sitif de n :
n=dk

Montrer que a® — 1 est un diviseur de a”® — 1.

b. Déduire de la question précédente que 22°%* — 1 est
divigible par 7, par 63 puis par 9.

3. Soient m et n deux entiers naturels non nuls et d leur
pgcd.

a. On définit m' et »’ par m = dm' et n = d»'. En
appliquant le théoréme de Bezout & m’ et n’, montrer
qu’il existe des entiers relatifs u et v tels que :

mau —nv=d.

b. On suppose u et v strictement positifs.

Montrer que : (am'“ — 1) — (a"'” — 1)~ad =a?-1
Montrer ensuite que a® — 1 est le pged de -

a™" -1 et a"? -1
c. Calculer, en utilisant le résultat précédent le pged de :
269 -1 et 2901
Correction

1. Démontrons, 4 I'aide d’un raisonnement par récurrence,
que pour tout entier naturel £ non nul, on a :
(x-1)(1+at+a®+ -ttt =ak-1
® Initialisation :
Pour k=1,0na:
ezt 1=z-1
o (z-1)(1+z+a®+ 42" = (2 -
® Hérédité :
Supposons la relation vérifiée au rang n. Etablissons
cette relation pour le rang suivant :
(1‘* 1)-(1+9:+:1:2+~-+a:k71 +a:k)
= (CIJ* 1)'(1+I+I2+"'+$k71) + (:cfl)fck
D’aprés la relation de récurrence :
= (Ik — 1) + (I — 1)-:0’“
= (Ik — l) L

=zF 1

1)x1

2. a. On a les égalités suivantes :

D’aprés la formule de la question 1. :
(a = 1)-[1+a” + (a®) 4+ + (a*)* ]

On vient de voir que a® — 1 est un multiple de a¢ — 1.

3.

b. La décomposition en facteurs premiers de 2004 donne :

200412
1002 2
5013
167|167
L]
Ona:
2004 = 22x3x167

D’aprés la question précédente, puisque 3 et 6 sont des
diviseurs de 2004, on en déduit que les deux nombres
suivants sont des diviseurs de 22004 — 1

® 2 1=8-1=7

® 25 1=64-1=63

Alnsi, les nombres 7 et 63 sont des diviseurs de

1. Or, le nombre 9 est un diviseur, on en déduit que 9
est également un diviseur de 22904 — 1,

92004

a. Les nombres m’ et »’ sont premieres entre eux; on
en déduit d’aprés le théoréme de Bezout, 'existence
de deux entiers u et v tels que :

um' —vn' =1
On en déduit :
d-[um’ —vn] = dx1
dum' —dvn'] =d
U [d-m’] — v [d-n’] =d
wm—uvn=d
b. On a le développement suivant :
(am'“ — 1) — (a”"’ — 1)~ad
= g™t ] —g®.qd + 1.q%
—gmu _ ] _ an-v+d + ad
D'aprés la question précédente :

d
— g™t _ 1 — am-u+a

|

Notons D le pged de a™ % — 1 et a™¥ — 1.
D’aprés la question 2., puisque d est le pged de m et
de n, & fortiori, il divise u-m et v-n.
On en déduit que a? — 1 divise a™* — 1 et a™? — 1;
étant un diviseur commun, on en déduit que a? — 1
divise D.
D divisant les deux termes a™* — 1 et a™¥ — 1, on en
déduit qu'il divise la différence :

(am-u _ 1) _ (an-v _ 1)‘CLd
on en déduit que D divise a? — 1.

¢. Les nombres 60 et 63 admettent 3 comme pgcd et on
a la relation :
1x63 —1x60 =3
Ainsi, en utilisant la. propriété de la question précé-
dente, on obtient que le pged de ces deux nombres a

pour valeur :
29 1=2" 1=8-1="T.
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EXERCICE 23

Partie A : Restitution organisée de conmnaissance

Soit a, b, ¢, d des entiers relatifs et n un entier naturel non
nul.

Montrer que si @ = b (mod.n) et si ¢ = d (mod.n) alors
ac=bd (mod.n).

Partie B : Inverse de 23 modulo 26

Om considére I'équation : (F) : 23z — 26y = 1 ou x et y

désignent deux entiers relatifs.

1. Vérifier que le couple (—9; — 8) est solution de I'équa-
tion (F).

2. Résoudre alors I'équation ().

3. En déduire un entier a tel que :
0<a<g25 23a =1 (mod.26)

Partie C : Chiffrement de Hill

On veut coder un mot de deux lettres selon la procédure sui-
vante :
® Etape 1 Chaque lettre du mot est remplacé par un en-
tier en utilisant le tableau ci-dessous :

AlB|C|DI|E|F|G|H|I|J|K|L|M
Of1 (2345|6789 ]|10]11]12

NIO|P|Q|R|S|T|IU|VIW|X|Y|Z
13|14 (151617 [18[19(2021 (22|23 (24|25

On obtient un couple d’entiers (zy;22) ol 27 corres-
pond & la premiére lettre du mot et x5 correspond a la
deuxiéme lettre du mot.

® Etape 2 (z1;x2) est transformé en (y ;y2) tel que :
(8)) { y1 = 1l + 3x2  (mod. 26)
1 yo = Tz + 429 (mod.26)
avec 0 gy <25et O < yp <25

® Etape 3 (yi;y>) est transformé en un mot de deux
lettres en utilisant le tablean de correspondance donné
dans I'étape 1.
Exemple :

étape 1 étape 2 étape 3

TE, —= (19;4) —= (13:19) —= NT
~ ~

mot en clair

1. Coder le mot ST.

mot codé

2. Omn veut maintenant déterminer la procédure de déco-
dage :

a. Montrer que tout couple (z;25) vérifiant les équa-

tions du systéme (&), vérifie les équations du systéme :
() : { 23x1 = 4y + 23> (mod. 26)

T2 23z, = 19y, + 11y, (mod.26)

b. A l'aide de la partie B, montrer que tout couple
(@1 ;@) vérifiant les équations du systéme (S;), vé-
rifie les équations du systéme :

(S5) { x; = 16y, +yo (mod.26)
23/ x9 = 11y +5yo  (mod. 26)

¢. Montrer que tout couple (z;;xs) vérifiant les équa-
tions du systéme (Ss3), vérifie les équations du systéme
(81).

d. Décoder le mot Y.J

Correction
Partie A

Considérons quatre entiers a, b, ¢ et d vérifiant les deux rela-
tions suivantes :

a=b (mod.n) c=d (mod.n)

Des relations de congruences précédentes, on en déduit 1’exis-
tence de deux entiers relatifs k et &' vérifiant les égalités sui-
vantes :

a=>b+kn c=d+k'n

Déterminons une expression du produit de a par ¢ :
ac=(b+kn)(d+Kn)=bd+bk'n+dkn+kkn?
= bd+n(bk' +dk+kk'n)=bd (modn)
Partie B
1. Vérifions que le couple (—9; — 8) est solution de I'équa-
tion :
93 — Wy — 23%(—9) — 26%(—8) — —207 — (—208)
= =207+ 208 =1
2. Considérons (z;y) un couple solution de 1'équation (E).

On a les deux égalités :
23z — 26y =1 23x(—9) — 26x(—8).
On en déduit I'égalité :
23x — 26y = 23%(—9) — 26 x (—8)
23z — 26y — —23x 9+ 268
23z + 23x9 = 26y -+ 26x8
23(z+9) = 26(y + 8)
Om en déduit que 23 est un diviseur du produit 26(y+8).
Or, le nombre 23 étant un nombre premier, on en déduit
que les nombres 23 et 26 sont premiers entre eux.
D’aprés le corollaire du théoréme de Gauss, on en déduit
que 23 est un diviseur de y+8. On en déduit 1'existence
d'un nombre & vérifiant :
y+8=23k
y—23k—8
En utilisant ’équation (E), on obtient I'expression de z :
23z — 26y = 1
23z —26(23-k — 8) = 1
23z — 26%23-k +26x8 =1
23z — 26%23-k +208 =1
23(x — 26:k) =1 — 208

23(z — 26.k) = —207

—-207
x—26k = ——
! 23
xr—26k= -9
r=-=9+26-k

On vient de montrer que tout couple solution de I’équa-
tion () admet pour expression (—9 + 26-k; — 8 + 23-k)

Vérifions maintenant que tout couple de cette forme est
solution de ([7) :
23.( -9+ 26-k) — 26-( — 8 + 23-k)

= =207+ 598-k + 208 — 598-k = 1

3. Soit @ un entier vérifiant la relation de congruence :
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23a=1 (mod.26)
Ainsi, il existe un entier relatif k tel que :
230 =1+k%26
230 —k26=1
Ainsi, le couple (a; k) est solution de I'équation (E). On

en déduit P'existence d’un entier &’ tel que :
a=-9+Fk26.

On remarque que pour k'=1, on a :
a=—-9+1%x26 = -9+26=17

17 est la valeur recherchée.
Partie C

1. La lettre S est codée par le nombre 18 et la lettre T' est
codée par le nombre 20.
Ainsi, dans le codage du mot ST, on a les valeurs sui-
vantes de x1 et a9 :
T =18 r9 = 20

Ainsi, le systéme (S7) donne les valeurs de y; et ys :

{y1 =1la1+3z2  (mod.26) {yﬁ =11x18+3x20 (mod.26
Yo =Tx184+4%20 (mod.26)

Yo = Txq+4as  (mod. 26)

{ 1 =198 460 (mod.26) { Y =258 (mod.26)
32 =126 + 80 (mod.26) y2 =246 (mod.26)
{ th =9%26+ 24 (mod.26)
Yo =9%26 4 12 (mod.26)
Ona:y =24 yo =12
Ces deux nombres codent respectivement les deux lettres
Y et M.
2. a. Considérons deux couples (x1;xs) et (y1;y2) véri-
fiant le systeme (S,) :
. { y1=11zy + 325 (mod.26)
Yo =Ty + 4y (mod.26)
{ 4y = Maq + 1229 (mod. 26)
3yy =212y + 1225 (mod. 26)
Par soustraction de la premiére ligne par la seconde :
4y — 3y, = 23-27  (mod.26)
23.zy =4y, — 3o (mod.26)
. { y1 =112y + 3z (mod.26)
Yo =Txq + 42y (mod.26)
{ Ty, =TTxy + 21zs  (mod. 26)
yy =772 + 4425 (mod. 26)
Par soustraction de la premiére ligne par la seconde :
Ty — Nyy = 21wy — 4429 (mod. 26)
Ty — Ny = —2325  (mod. 26)
2329 = —Ty, + 11y (mod.26)
2329 = 19y, + 11ys (mod.26)

—

On en déduit l'existence du systéme suivant :
(S1) { 23z = 4y; + 23y, (mod.26)
0 2339 = 1991 + 1y (mod.26)

. Lors de la partie B, on a trouvé le nombre 17 vérifiant :

17x23==1 (mod.26)
Le systéme (S;) admet pour expression :
{ 23z, =41 + 23ys  (mod.26)
232, =19y, + 11y (mod.26)
Multiplions chaque équation par 17 :
{ 17%23z1 =17 (4y; + 23ys)  (mod.26)
17x2329 = 17x (19 + 11y2)  (mod.26)
{ 17x23z; = 68y; + 17x 23y, (mod. 26)
172329 =323y, + 187y,  (mod.26)
Par congruence des coefficients :
{ 1 =161 +y2  (mod.26)
o =11y + 5y2  (mod. 26)
On obtient le systéme (S3) recherchée.

. Considérons un couple (z;xs) solution du systéme

(83). On a les deux équivalences suivantes :
zy = 16y + yo (mod.26) ; 2y =
5ys  (mod. 26)
Montrons que ce couple est solution du systéme :
® 1lay + 3o =11-(16y; +y2) + 3-(11y; + 5y2)
= 176y + 11y2 + 33y1 + 15y = 209y, + 269,
=y (mod.26)
® Ty + 4wy =T-(16y1 +y2) +4-(11y; + 5y
= 112y + Tys + 4dyy + 20y = 156y + 27y
=y (mod.26)
On vient de montrer que un couple solution du systéme
(83 est aussi solution du systéme (Ss).

1y, +

. Les lettres Y et .J sont codés respectivement par les

nombres 24 et 9. Pour décoder le mot Y J prenant les
valeurs suivantes :
=245 =9
Déterminons les valeurs de zq et x5 solutions de (S3) :
® =16y +y2=16x244+9=384+4+9
=393=19 (mod.26)
® o= 1ly +5y = 11x24 +5x9 =264 + 45
=309=23 (mod.26)
Ainsi, le couple (19;23) est solution du systéme (S3).
D’aprés la question précédente, ce couple est également
solution de (S, ). Ainsi, le mot Y.J se décode en T'X.
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