Mathématiques Devoir de contréle n°2 Durée : 3 heures

Lycées Thélepte+Feriana v Maths Profs: Mhamdi Mongi
Fevrier 2014

Mhamdi Abderrazek

EXERCICE N°®1:

Cocher la réponse exacte. On ne demande aucune justification

1°) La composée d”une similitude indirecte et d’un déplacement est :

a) une similitude indirecte b) déplacement c) translation

2°) Soit F(x):flix/t—ldt alors F est dérivable sur
a)[1,+oo[ b) 10,1] c) J]-o,—1]

3°) soit f une fonction définie sur IR .On donne dans le graphique
ci-dessous les courbes représentatives (W) de la fonction f? et
(C)d”une primitive de f?

et soit 1’arc OFE ={M(x,y) telque:y=f(x) et 0<x <2}

Le volume V du solide de révolution de OE par rapport a 1’axe des
abscisses vérifie

a)V=m b) V>n c) V<rm
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4°) Une similitude directe qui fixe deux points distincts est :
a)symétrie orthogonale b) translation c)identité

5°)Si f est une similitude indirecte de rapport 2 et de centre A

et g une similitude directe de rapport 2 de centre A alors fog™
est

a)un déplacement b) une symétrie glissante c) une symétrie axiale

6) L’application f qui a tout point M d’affixe z associe le pont M”
d affixe z' =2iz—3 est une similitude indirecte de rapport 2 de
centre A d’affixe (1+ 2i) et d’axe

a)Aix+y+1=0 Pb)Arx—y+1=0 C)A:ix+y—-1=0
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EXERCICE N°2:

Soit F la fonction définie sur [Og[ par © F(x)= [ —_dt

0 1+t4

1) Montrer que F est dérivable sur ]Og[ et calculer F’(x)

2) Calculer F(0) ; exprimer F(x) en fonction de x

1t

3) Déduire alors la valeur de I = | dt

0 1+4¢4

EXERCICE N°3:

Le plan est orienté dans le sens direct. Soit ABC un triangle
rectangle tel que :AC=4 ; AB=2 et (AC,AB) E%[ZTE]
On désigne par Q le projeté orthogonal de A sur (BC)
1°) Soit f la similitude directe qui transforme A en C et B en A
a) Déterminer I’angle et le rapport de f
b) Montrer que Q est le centre de f
c) On désigne par E le symétrique de Q par rapport a (4AB)
et par F le symétrique de Q par rapport a (AC)

2°) Soit g la similitude indirecte qui transforme E en Q et Q en F
a) Déterminer le rapport de g .Soit w le centre de g
b) Déterminer g°g(E) et en déduire que w € (EF)
3°)a) Déterminer g°f~1(Q) et g°f~'(F) et montrer que g°f~' =S¢
b) Déterminer alors g(4) et g(B).En déduire que w € (BC)
c) Construire alors w et 1’axe A de g
4°) On rapporte le plan orienté au repere orthonormé (4,7,))
Tel que : T=;AC et]=>4B
a) Préciser I’affixe de chacun des points A, B et C
b) Soit M un point d’affixe z et M” d’affixe z’.
Montrer que f(M)=M' & z' =2iz+4
c) Montrer que g(M) =M' & z' = 2iz+4

d) Déterminer les affixes de w, Q et une équation de A
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EXERCICE N°4:

1°) Soit f la fonction définie sur [0 1] par:f(x)Z\g On désigne
par C; sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,7,))
a) Etudier la dérivabilité de f a droite en O.Interpréter

b) Dresser le tableau des variations de f

c)Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur [0,+oo[

2
d) Montrer que pour tout x € [0,+o[ on a : f~(x) = 1ix2

e)Tracer C; ainsi que la courbe de f~!

2°) Soit A I’aire de la partie du plan limitée par C; et les droites

2
D’équations : x=0ety=1. Montrer que A= =—dx

1 t2n+2

3°) On considére la suite U définie sur IN par : Un:fom

a) Montrer que U est décroissante

b) Montrer que pour tout n€IN: 0< U, < —)

c) Déterminer la limite de U

(-1)k
2k+1

dt

et [=[ —

4°) On considere la suite v definie par v, =X}, 0 a5

a)Montrer que : pour tout t€[0,1] on a :

t2n+2

1 — 2 4 % Heeeeermennnnisineneeann +(_1)nt2n 1 - (_1)71

1+t2 1+t2

b) En passant a I’intégrale, montrer alors que pour tout n €IN
ona wv,—1=(-1)"U,

1 ~ - .
c) Montrer que : |v,—1I| < 5 et déterminer lim,, o vy

d) Calculer v; et donner une valeur approchée de I
4°) Soit ¢ une fonction continue sur IR .0On considere la fonction F
définie sur |-Z: % par: F(x)= [ 2 ar
a) Montrer que F est dérivable sur ]—% : %[ et que F'(x) = p(tanx)
b) Déterminer F(x) pour chacun des cas suivants :
*p(t)=1 xx @(t) = t2

C)En déduire que 1:% et déterminer la valeur de A

Devoir de contrdle n°2 2013-2014 4éme maths Page 4

|
© 2014 OO U N St S S S R A

WWW.DEVOIR(@T.NET



EXERCICE N°5:

x+1

Vx2+2x+5
on donne sa courbe représentative I' et ses asymptotes horizontales

d’équations : y=1let y=-1

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x)= dans I”annexe

1°) Calculer 1’aire de la partie du plan limitée par : I , I’axe
des abscisses , les droites d’équations x=—-1 et x=0

2°) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J a
déterminer

3°) Tracer la courbe de f~! fonction réciproque de f

4°) Soit h la fonction définie sur ]—% : g[ par : h(x) = 2tanx — 1

a) Montrer que h réalise une bijection de ]—% : %[ sur IR

2
x2+2x+5

b) Montrer que h™! est dérivable sur IR et que : (h™1)'(x) =

5°) Soit I’arc CZ{M(x,y) telque : y = f(x) et %—1SXS2\/§—1}

a)Déterminer a et b tel que : h(a) :%—1 et h(b) =2/3-1
b) Vérifier que : f?(x)=1-2(h 1) (x)

c)Déterminer alors le volume du solide de révolution de C par
rapport a l’axe des abscisses

BON TRAVAIL
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EXERCICE N°1 :

1 4 5 6

N
w

a b c c c c

EXERCICE N°2 :

1°)La fonction : t - t4
1+t

est une fonction rationnelle continue sur [0,+wx[ et soit

U:x - U(x) =+tanx ; x »tanx est dérivable strictement positive sur ]O%[ et U’

() =289 > 0 ators v(Jo2]) = [limy+t; lime- 0] =10, +eol < [0+l de plus 0 € [0, +oo
2

2ytanx

alors
L= T » _ l+(tanx)? vVeanx _ 1

F est dérivable sur ]O,—[ et F’(x) = e e 2
o - -
2°) FO)=f; " —=dt=f)—=dt=0; Ona : F (x) = [ >dt
° tan% ¢ -
3)1—f01+t4dt—f 1+t4dt_F() 8

EXERCICE N°3:
1°)a) Soit a 1’angle de f alors a = (4B;CA)[2n] = (4B, AC) + n[2n]
Alors aE%[Zn]-SOit k le rapport de f alors k=%=2
b) Comme f(A)=C eta E%[ZTE] alors le centre de f appartient au cercle I;de

diamétre [AC] de plus f(B) = A alors le centre de f appartient au cercle I, de
diamétre [BA] . I et, se coupent

en A et Q car A OB et A QC sont deux triangles rectangles en Q
or f(A)=C =+ A donc f() =Q et Q est le centre de f

c)On a S(Ac)(Q) =F et S(AB)(.Q) =FE donc S(AC)OS(AB)(E) :S(AC)(Q) =F

Or Siuc)°Sasy =S4 car (AB) et (AC) sont perpendiculaires en A

Alors S,(E) =F donc A est le milieu de [EF]
on a : (QE;0F) =Z[2n] et = =tanQFA=tanEQA = tanQAC = = =2
2 QE QA

En effet QEA est un triangle isocele en A car A est le milieu de [EF] et QEF est
rectangle en Q on ajoute que EQA et QAC sont deux angles alternes internes égaux
du fait que (AB) et (QF) sont paralléles coupées par (QF) alors f(E)=F
2°)a) Soit k' le rapport de f alors k’— =2

b) g°g9(E) =g(Q)=F. on a g°g=hy . o donc ha  4(E)=F alors

wF =4mE alors w € (EF)

3Na) g°f W) =g@) =F; g°f(F)=g(E) = Q

On a : g est une similitude indirecte de rapport 2 et f~! est une similitude
directe de rapport i donc g°f~! est une similitude indirecte de rapport 1 alors
g°f™! est un antidéplacement et on a :

g°f 1 (Q+F)= F+«Q donc Q+F est un point fixe par g°f~! alors g°f~!
Est une symétrie orthogonale d’axe la médiatrice de [QF] alors g°f~! = S,
b)g(A) = g°f 7 (C) = S(acy(C) =C 5 g(B) = g°f " (A) = S(acy(4) = A
9°9 = hws et g°g(B)=g(A)=C alors hy,(B)=C
alors wC =4mB donc w € (BC)
c) w est le point d’intersection de (BC) et (EF) et A est la bissectrice
intérieur de [w4;mC]

Devoir de contrdle n°2 2013-2014 4éme maths Page 7

WWW.DEVOIR@T.NET

0 2004 »——v——r s



<
] .
o N
@ 1
2_..L
C_
NN
\AMa
= 0
Y
m__
c B
I
A_..bHH
I + o
© N
N ©
<
SRR
- N3
N N
__/HH@
a4
N S <
S | BT
o ~ ~
s &
< S N~
N e
~o o
©
Py
o
<

f(M)=M oz =2iz+4

Conclusion :

=4

ona:glAd=Coey

pz+y

et gB)=Ao B2i+4

[ —

) g =M oz

2=-2i

4

O -2if=-4p

—2iz+4

g =M o2

Conclusion
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x+iy ; (x,y) € IR?

soit z

8
zZ+-—-1

ttima(eni-S

3

8
3

— 4
z+4+
z' ==2iz+4

W) o {—21‘

4
—2iz—22+83+83/=0z=—-2iz+4&—-2ixr—iy—-2x+iy+83+83/=0z=-2iz+4&

7z —72,=2(z—-2
z' = =2iz+

{

=2mM <

—

MeA & gM)=M et mM’

—2x—2y+83+/-2x-2y+8

=0

—2x-2y+83

A

<

2iz+4 d'ou

=0z=-

—2iz+4 & —-2x—-2y+83

3=0z=
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EXERCICE N°4:

X
FQ-FO) _ v iz e

1°)a)lim, o+ o = lim =lim = lim

1 = +o0
x-0t X  x-0%t X x>0t (1_,) |2
*|1=x (1-x) 1-x

Alors f n’est pas dérivable a droite en 0. C; admet au point (0,0) une demi
tangente verticale dirigée vers le haut
b) f est dérivable sur ]0,1[ et pour tout x €]01[ ;

1-x+x
r _ (@-x)? _ 1
x) = = >0
f@) 2 %x 2(1—x)2\[g

X 0 1
+00

f

0

c)f est strictement croissante sur [0,1[ donc f réalise une bijection de [0,1[ sur
f([0,1D.De la continuité de f sur [0,1[ on a :
f(o,1pD = [f(O);Iim f| =[0,+o[ donc f admet une fonction réciproque f~! définie sur

[0, +ool o
d) pour tout x€[0,+o[ ona : fT1x)=y ©of@()=x et ye[01 &

pour tout ye[0,1] ona: /ﬁ—y=x<:>pourtouty€[0,1[ ona %y=x2

2
< pourtouty € [0,1[ ona ;y=1jx2=f‘1(x)
e)
. J
G
4 i
: A y=x
R i
i
|
24 ;
]
: Cf—l
—————————— +a——-—-I———--—-——--—-—-v————
]
1
0 |
2 4 0 } 2 3 4 5
o
]
|

2°)En effectuant la symétrie orthogonale d”’axe y =x du domaine limité par
Cr; x=0 et y=1 on trouve un domaine de méme aire car la symétrie conserve les
mesure des aires le nouveau domaine est limité par :C-1;y=0et x=1 donc

A:fo1 = dx

1+x2

Devoir de contrdle n°2 2013-2014 4éme maths Page 9
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2(n+1)+2 2n+2 2n+4 2n+2 2N+2 (42 _
3°)8) Upyy — Uy = J; e — [10 e = [P g = 1O, <
Car t »1+t? est continue strictement positive sur [0,1]
t~t>—1 est continue négative sur [0,1]

Et t » t?"*2 est continue positive sur [0,1]
t2"+2(t2—1)

1+t2
Alors U est décroissante

Il en résulte que t— est continue négative sur [0,1]

1
by Ona :0<t<lalors 0st?*<1alors 1<1+t*<2donc ;< 5<1
1 g2n+2 1g2n+2 czn+31l 1 1
0<-< <t glors 0 < dt <f t2"2dt < [ ] <
2 1+t2 0 1+¢2 2n+3 2n+3 2n+1

1 —_—
c)On a pour tout n€IN: 0< U, S_n+1 et lim, o—r=0

Alors lim,_, U, =0
1

4°)a)0n a:l —t% +t* 4+ +(=1)"t?" — = 1+t2 +Yn (=t 5 —t2#1
1 . 1—(—t2)n+1 3 —(—1)"+1(t2)n+1
T 142 1+¢2 1+t2
_ (_1)1’1 t2n+2
- 1+t2
2n+2
b)On a —1;+2”:0(—t2)" = (—1)”t t2 alors
f011+t2 f Yn_(—tDkdt =(-1)n fo — “dt alors -1+ ofol(—tz)"dt alors —I+
n_o(~1)k [2k+1] = (-1)"U,, donc —I + Ef_o(—1)¥ = =(-1)"U,

alors v, — I = (-1)"U,

1

c)Oon a : v, —1=(-1)"U, alors |v, —I| =|(-D)"U,|=U, < —

2n+1
lim,_,U, =0 alors IlimV, =1
n—>+oo
1 1 1 2 2 70+6 76
dDv =]l—4-—=Z4=""=_""
Jvs = 2:’<°2k+1 3 5 7 3 35 105 105
76 1 76 1 61 91
ona |vs—1I]< 4:)——<——1 Lol Ioi<clila o
105 =7 105 7 105 7 105 105

< 0,581<1<0,867

4°)a) t » 1 +t? est continue sur IR et pour tout t€IR ona: 1+t>+0

¢ une fonction continue sur IR. x — tanx est dérivable sur ]—% ; %[

Et tan (]—E : E[ ) = IR de plus 0€ IR donc F est dérivable sur ]—E : E[ et que
2 2 2 2
F'(x) = (1 + (tanx)?). 2220 — o (tanx)

1+(tan x)?2

b) Premier cas:¢(t) =1 alors F'(x) =1 Or F est continue sur ]—% ; %[

0 <p(t)
+

Alors F(x) =x+C Or F(0)= f

=0 donc C =0 et F(x)=x

Premier cas:p(t) =t? alors F'(x) = (tanx)? et F est continue sur ]—% : %[ alors
F(x) =tanx —x + C de méme F(0)=0 donc C=0 alors

F(x) =tanx — x

_ tan o) _ -
o)l=J; 1+t2dt fo Lodt=7 avec ¢ celle du Premier cas
tanZ ¢ (t) _ T m_, T
et A= f 1+t2 dt= [t gdt=tan;—o=1—7
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H, |
I |
ﬂ% EXERCICE N°5: H
H 1°) Soit B I’aire demandée. |
| |l
IL |
0% 2 —_

I B= f1 —— dx = [Vx +2x+5| ="5-2) U.a H
| |l
H‘% 2°)f est continue strictement croissante sur IR donc g réalise une bijection de IR H
- sur f(IR) =1-1 1] i
IL |
[ 3°) la courbe de f~! est la symétrique de celle de f par rapport a [
Ug, La droite - y=x |
| |l
IL |
H° 4°)a)h’'(x) = 2(1+ (tanx)?) >0 .h est continue strictement croissante sur ]—% : %[ [
U% donc h réalise une bijection |
| |l
= T, m . a[\ _ | T )
U% de ]—; ) ;[ sur h(]—; ) ;D = ]|Im_7n+h, |Im§ h[ =1IR H
| |l
IL |
I b)On a:h est dérivable sur ]—% ; %[ et W'(x) #0 pour tout x e]—% ; %[ H
i I
H% alors h™! est dérivable sur IR. soit h™i(y) =x =2tanx—1 H
IL |
I _ 5 x+1\2\_x2+2x+5 N I
I W) = 21+ (tany))=2(1+ (X)) or () () = s = o 11
IL |
¥ ° —2_ 1 =2_ - L _r [
H% 5)a)h(a)—\/§ 1o 2tana 1—\[5 1<:>tana—\/§<:>a—6 H
- h(b):2\/_—1<:>2tanb—1:2\/§—1<:>tanb:\/§<:>a:§ i
| |
% 2 x +2x+1 X242x45-4 1

| b) f2(0) = Frs atazars 1T 2x Trzrs L 2 () ]
| |l
. V=1 5“ 'F2(edx = w [0 (1 - 201 (1)) dx = mlx — 2k (x)]” : ;
| i |
I = m( [2\/_ 1-2n7 (2V3-1)] - [F-1-2r7" (£-1)] H
| |l
IL |
| |l
I, = _1_9ofF_2 T = _z_z J
i n(2v3-1-22-Z+1+2%)=n(23-2-7) |
I |
I |
i BON TRAVAIL i
‘ |
‘ |
‘ |
‘ |
‘ |
‘ |
‘ |
‘ |
‘ |
‘ |
‘ |
H, |
I |
‘ |
M u
| |
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