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DEVOIR DE SYNTHESE

SECTION : SCIENCES DE L’'INFORMATIQUE
EPREUVE : MATHEMATIQUES DUREE:3 h COEFFICIENT : 3

Exercice 1 : ( 4 points)

1) Soit x un entier non nul. Six9 (mod 19 alors :

a) X'**=1 (mod 19 b) x*2= -1 (mod 19 o) x**?= 9 (mod 19.
2
2) Soit u la suite definie sur IN* par,, = n"+2
a) lim u,=0 b) (u,) est majorée par 1 ¢ u, = npour tout i IN*

n - +o
3) Le quotient de la division Euclidienne de —20 i est :
a) -3 b) —2 c) 2.

4) La limite de la suite de terme général,:= In(ln(l+i2D avec mIN est :
n

a) +oo b) -00 c)O0
Exercice 2 : ( 5 points)
1) Déterminer le reste modulo 13 d& 5
2) En déduire les restes modulo 13 de chacun desre8tf, 5°** 5%*2 5%*3 avec KIIN.
3) Déterminer les restes modulo 13 de chacun desrgf202020204%gt 555555555555
4) Déterminer 'ensemble des entiers naturels neés3" + 5'= 0 (mod13).

Exercice 3 : ( 6 points)
A- Soit la fonction g définie suj0,+eo[ par : g(x) _1 In(x)
X
1) Dresser le tableau de variation de g
2) a) Montrer que g réalise une bijection {&+co[ surR
b) En déduire que I'équatiog(x) = Oadmet une unique solution Vérifier quel, 7<a < 1,€
¢) En déduire suivant les valeurs de X, le sighg@de.
3) a) Montrer queg " est dérivable suR .
b) Calculer g(@)et déduirég™)'(2).
B- Soit la fonction f définie suf0,+eo| par : f(x) =(x ~1)(1- Inx)
On désigne par (C) sa courbe représentative darepéne orthonormé0, i, j)
1) a) Montrer que :pour tout x> 0, f'(xF g(x
b) Dresser le tableau de variation de f.
2) Déterminer les points d'intersection de la coui®pdt de la droit€O, ).
3) Ecrire une équation cartésienne de la tangenta [@ourbe (C) au point d’abscisse 1.
F(x)=(x*-2x)(1-Inx) si x> 0
F(0)=0

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de F aitian 0.
b) Montrer que pour touk >0 on a :F'(x) = 2— x+ 2f(x)

¢) En déduire la primitive de f sf,+e| ; qui s'annule en 1.

4) Soit la fonction F définie s{i0,+eo[ par :{



Exercice 4 : ( 5 points)
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On représente ci-dessus la courbe C d’'une fon€ebia droite D : y = x
1) Utiliser le graphique pour justifier la propositisuivante f (x ) >x pour x 0[1, 7]
.. u, =1
2) (un) la suite définie par
u,,=f(u,) pourtoutnd IM

Calculer y, W, Uz et . Que peut-on dire de la suitg @
w, =2
w, ., =f(w,) pourtoutndd IN

a) Placer sur I'axe des abscisses les pointswwet ws
b) Montrer par récurrence ques w,, < 7 pour tout nJ IN

¢) Montrer que () est croissante.
d) En déduire que (yy est convergente et calculer sa limite.

3) (wp) la suite définie par{
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CORRECTION :

Exercice 1 : ( 4 points)

1) a) x**?*=1(mod 10

2) ©) u, = npour tout nJ IN*
3) a) -3
4) b) -0

1x4

Exercice 2 : ( 5 points)

1) 5=95[1d, 5" =113 = 8=-]1Bdonc5' =119

0,5

2)5'=119 - 5“=11}
5Ak+L = 5[ 1:1 ' 5Hk+2 = 12[ 1:1 ’ 543 = 8[ ]q

3) Le reste de la division Euclidienne de 2020202028 4 est 1 don62°202020204% 5[ 13
Le reste de la division Euclidienne de 555555555554 est 3 donB>>°2°°55955% 8[13]

4) 5" +5" = (f 1 donc 13 divises™ +5" = 5“( 5"+ ]) or 5" et 13 sont premiers entre eux don

1,5
13 divise5" +1d'ot 5" +1= 013 = B=-]1B~ 5= 1P Jrainsin=4k+2, kOIN
Exercice 3 : ( 6 points)
A- Soit la fonction g définie suj0, +oo[ par : g(x) S In(x)

X
1) g est dérivable suj0,+e[ , g'(x) = —iz——l = —(—12 +—1j <0
x? X x? X
X 0 o ob
+o00
0,5
g(X) \\
| —o0
. .k . a1
lim g(x) = lim ==In(x) =+c, lim g(x) = lim =-=In(x) = -
X0 x-0" X X - +00 X oo X
2) a) g est strictement décroissante $@ir+oo[ don elle réalise une bijection ¢@,+e| sur
g(]0.+[) or g est continue sUo, +eo[ doncg(]0,+eo[) = } limg , Iimg{ =]-0 #oo[ =R 0,5
+00 O+
b) g est une bijection continue (]I@,+oo[ sur R donc il existe un seul rée D]O,+oo[ tels
queg(a) = 0 ainsi I'équationg(x) = 0admet une unique solutior]0,+eo| .
1

9(1,7) =1—17— In(L, 7= 0,0tetg(L8) :1—18— In(1,8)= - 0,0: doncg(1,7)x g(1,8K (
Dot 1,7<a < 1€
c) D’apreés le tableau de variation de g(x)<0 si x>a etg(x)>0 si K x<a 0,5
3) a) g est dérivable suj0,+o[ et g'(x) # O pour toutx 0]0,+eo[ donc g™ est dérivable sur

0,5

g(]0,+oo[) =R.
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B- Soit la fonction f définie su}0,+oo[ par : f(x) =(x =1)(1-Inx). On désigne par (C) sa courbe

représentative dans un repére orthono(@ag, j)

1) a) f est dérivable sy, +oo , pour tout x> 0, f'(x)= ¥( & In(x)+( * )LX(—EJ
L1 X 0,5
=1-In(X)-1+= ==~ In(x) = g(x)
X X
b) le signe de ' est celui de g
X 0 a +00
f(a)
f(X) / \ "
—0 -
im £(x) = lim (x “)(A-Inx) =~ , lim £(x) = i (x D@L x) =
2)f(X)=0 = (X-)@A-InXx)=0= x=1=0 ou In(X} E (= X=1 oUX= €
les points d'intersection de la courbe (C) et dertite(O,i) sontA(L 0) et B(e,0) 05
3 T:y=f"' -
) Tiy=f'(x-1)+f(Q2) 0,25
T:y=x-1
— (V2 _ _ .
4) Soit la fonction F définie syi0,+eo| par : [IQX (L~ InXRgr > 0
F(0)=0
a) lim F(x) = lim (x*-2x)(1-Inx) = Iin("j[(x2 —2x—-x?Inx+ 2xInx)= 0= KO) donc F est
x 0" x- 0" X
continue a droite en 0. 0,5
jim FO)=FO) _ iy (=209 INX)_ o o1 nx) = oo
x -0 X=-0 x- 0 X x- 0
Donc F n’est pas dérivable a droite en 0.
b) Pour toutx >0 on a :F'(x)=(2x~2)(1~ InX) + (X - ZX{—EJ =dx ) F ny- % . 05
X )
d'ou F'(x) = 2— x+ 2f(x)
0) F'(x)=2- x+ 2f(x) = f(x) :%(F'(x)+ X~ 2) ainsi une primitive de f est
1 1,
G(x) :E(F(x)+§ X 2xj+ c, dIR.
0,5

1 1 5 5
GM=0 | FO+r=- 2|+ = 0= —+ &= O &—
@ 2((ﬁ2 j 4 4

G(x) :%(F(x)+—; X - 2x]+—i




Exercice 4 : ( 5 points)
On représente ci-dessus la courbe C d’'une fon€gbha droite

1) pour toutx 0[1, 7] la courbeC de f est au dessus ou sur la droite D : y =ncddx ) =x 0,5
2 {uo =1
u,,=f(u,) pourtoutnd I} .
u, =f(u,)=1(1)=1, u,=f(u)=F(1)=1, u;=f(u,)=f(1)=1etu,=f(u,)=f(1)=1
la suite () est constante.
o {Wo =2
3) (wy) la suite définie par
w,.,, =f(w,) pourtout nd IN

a) .

f-

5) ’,”’

) : 0.75

i > -

, A

r (] ’ * r v r + - v
-1 ,”, 0 / ] Wy2 W, 4 WZ: V\f3 7 € [

b) Pour n = Ol,w0 :1 2 ainsil< w, < 7 donc la proposition est vraie pour n = 0.
Supposons que pour un>0, 1sw, <7
Montrons quelsw, , <7 1
1< w, <7 comme f est croissante gdr 7] doncf (1) <f (w,)<f (7) par suitel< w,,, <7
D’ou pour toutnON, 1s w, < 7
¢) Pour toux J[1,7], f (x) >xor nON, 1< w, < 7 doncf (w,)=w d’ot w,,, 2w, .
La suite (w) est croissante
d) La suite (w) est croissante et majorée par 7 don elle conwezgreune limite 0[1, 7]
et commew,,, =f(w,) etfestcontinue SL[ﬂ., 7] donc ¢ est la solution de I'équatioh(¢)=¢ | 0,75

donc/=1 ou /= 7comme (W) est croissante dont=7




