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Exercice1(8pts) 

Soit f la fonction définie sur  I = �−∞  , 1�  par : �f�x� = �� √��""   si  x ≠ 0f�0�  =  − �%
& 

1�a� Montrer que f est continue sur I  . 
    b� Montrer  que pour tout x ∈ I   ,   f�x� = ��� √��"   . 
2�a� Montrer que f est strictement décroissante sur I . 
     b� Déterminer   f�I�  et  f�/0 , 1��. 
3�a� Montrer que l’équation  f�x� = �% x − 1 admet dans �0 , 1/ une unique solution  α . 
    b� Vérifier que 0.7 est une valeur approchée de α à  10-1  près .  
4� Soit g la fonction définie sur  <− =%  , =>?  par : �g�x� = f�tg�x��  si  x ≠ − =%g @− =%A  =  0 & 
   a� Montrer que g est continue sur  <− =%  , =>?  . 
   b� Montrer que l’équation g�x� = − >B  admet une solution β ∈ <− =%  , =>?  . Calculer  tg�β� . 
Exercice2(7pts) 

Le plan complexe est rapporté au repère orthonormé direct �O, uGH, vGH�. 
Soit f l’application du plan qui à tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe :  zJ = K   LKK�   KK  .  
On désigne par A et B les points d’affixes respectives i et – i . 
1� Montrer que f admet deux points invariants que l’on déterminera . 
2� Montrer que pour tout nombre complexe z , les points A , M et M’ sont alignés . 
3� Soit  �Γ� le cercle de diamètre  /OB� . 
  a� Montrer que pour tout M du plan distinct de O et B on a : arg�z′� ≡ =% + @MBGGGGGGH, MOGGGGGGHT A   /2π�  . 
   b� En déduire que si  M ∈ Γ  alors  M’  appartient à une droite ∆ que l’on précisera  . 
   c� Donner une construction du point M’  image d’un point M de  �Γ� .  



 

 

Exercice3(5pts) 
On considère dans  ℂ  l’équation  ,   �EY� ∶  z% − 2isin�2θ�z − 1 = 0   où  θ est un réel donné . 
1�a� Vérifier que   eL%Y  est une solution de  �EY� . 
    b� En déduire la deuxième solution , qu’on donnera sous la forme exponentielle . 
2� Résoudre  dans  ℂ  l’équation  ,   �E′Y� ∶  z> − 2isin�2θ�z%  − 1 = 0   où  θ est un réel donné . 
     On donnera les solutions sous forme exponentielle . 
3� Montrer que les points images des solutions de �E′Y� sont les sommets d’un rectangle . 
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Exercice1 

                                        I = �−∞  , 1�   ;  �f�x� = �� √��""   si  x ≠ 0f�0�  =  − �%
& 

1�a� La fonction : x ⟼ 1 − x est continue et positive sur �−∞  , 1� ∖ a0b alors la fonction : x ⟼ √1 − x  est continue sur �−∞  , 1� ∖ a0b et par suite  la fonction : x ⟼ −1 + √1 − x   est continue sur I ∖ a0b, 
de plus la fonction : x ⟼ x est continue et ne s’annule pas sur I ∖ a0b alors f est continue sur I ∖ a0b. 
lim"⟶d f�x� = lim"⟶d −1 + √1 − xx = lim"⟶d  −11 + √1 − x = − 12 = f�0�  alors f est continue en 0 . 
En fin an a : f est continue sur �−∞  , 1� ∖ a0b et f est continue en 0 alors f est continue sur I = �−∞  , 1� 
b� Pour tout x ∈ �−∞  , 1� ∖ a0b , f�x� = �� √��"" = f�� √��"gf� √��"g"f� √��"g = �""f� √��"g = ��� √��"     
   et comme pour , x = 0 , ��� √��" = − �%   alors pour tout    x ∈ I = �−∞  , 1� , f�x� = ��� √��"    
2�a� La fonction : x ⟼ 1 − x est strictement décroissante et positive sur I alors la fonction : 
     x ⟼ 1 + √1 − x  est strictement décroissante sur I et par suite la fonction    f: x ⟼ ��� √��"  est  
strictement décroissante sur I = �−∞  , 1� . 
b� la fonction f est continuet et strictement décroissant sur I donc f�I� = <f�1�, lim�h f< = /−1 , 0/ 
   f est continue et strictement décroissante sur /0 , 1� donc f�/0 , 1�� = /f�1�, f�0�� = <−1 , − �%? 
3�a� Soit x ∈ /0 , 1� , f�x� = �% x − 1 ⟺ f�x� − �% x + 1 = 0 
      On pose g�x� = f�x� − �% x + 1 , x ∈ /0 , 1� , les fonctions     x ⟼ − �% x + 1 et x ⟼ f�x� sont continues  
 et strictement décroissantes sur /0 , 1� donc g est aussi continue et strictement décroissantes sur /0 , 1� 
et    g�0� = �% > 0  , k�1� = − �% < 0  
on a ∶ mg est continue et strictement décroissante sur /0 , 1�g�0�. g�1� < 0 &   alors  m lJéquation g�x� = 0 admetune et une solution α dans �0,1/&  
 b� m g�0.6� ≈ 0.08743 > 0g�0.8� ≈ −0.09098 < 0     ⟹ α ∈ �0.6 , 0.8/& 
DJoù  0.7 est une valeur approchée de α à  10-1  près . 
 



 

 

 
4�         �g�x� = f�tg�x��  si  x ≠ − =%g @− =%A  =  0 &     ,   x ∈ <− =%  , =>?   
a� La fonction tangente est continue et strictement croissante sur ?– π2  , π4?  donc: 
 tg @?− π2  , π4?A = slim�=%t tg  , tg @π4As = �−∞ , 1� 
La fonction tg est continue sur ?– =%  , =>? et prend ses valeurs dans �−∞  , 1� et comme f est continue sur  
�−∞  , 1� alors la fonction composée g = f ∘ tg est continue sur ?– =%  , =>? . 
� lim"⟶�=%t tg�x� = −∞

lim"⟶�h f�x� = 0   ⟹  & lim"⟶�=%tfftg�x�g = 0  ⟹ lim"⟶�=%tg�x� = g @π2A  ⟹ g est continue à droite en π2   
En fin : � g est continue sur ?– =%  , =>? g est continue à droite en =%      alors     vg est continue sur  <− =%  , =>?  && 
b� � g @− =%A = 0g @=>A = f�1� = −1   ⟹  & g @=>A < �>B < k @− =%A  
 �g est continue sur  <− =%  , =>? g @=>A < �>B < k @− =%A   alors   �il existe au moins un β ∈ <− =%  , =>?tel que g�β� = − >B  &&  
g�β� = − >B   ⟺   f�tg�β�� = − >B   ;   f�x� = − >B   ⟺ ��� √��"    = − >B     ⟺ x = 1 − √w%  
D’où  tg�β� =  1 − √w%   . 
Exercice2 

1� Soit M∈P ;  f�M� = M ⟺ zJ = z ⟺ K   LKK�   KK = z ⟺ zz�i − z� = 0 ⟺ z = 0 ou z = i ⟺ M = O ou M = A  
   D’où f admet deux points invariants qui sont A et O . 
2� aff @AM′GGGGGGGHA = zJ − i = K   LKK�   KK − i = K�L�   KK = ��   KK afffAMGGGGGGHg  donc  AM′GGGGGGGH = @ ��   KKA AMGGGGGGH  car @ ��   KKA ∈ ℝ 
    Alors les points A , M et M’ sont alignés . 
3�a� zJ = K   LKK�   KK = i �LK KK�   KK = ��   KK × i × z�z − i� 



 

 

 arg�z′� ≡ arg�i� + arg�z� + arg�z − i� /2z�      car @ ��   KKA ∈ �0 , +∞/ 
arg�z′� ≡ π2 + arg�z� − arg�z + i�  /2z�  
arg�z′� ≡ π2 + @uGH, OMGGGGGGHT A −  @uGH, BMGGGGGGHT A ≡ π2 + @BMGGGGGGH, OMGGGGGGHT A ≡ π2 + @MBGGGGGGH, MOGGGGGGHT A  /2z� 
b� M ∈ Γ  ⟹     @MBGGGGGGH, MOGGGGGGHT A  ≡  =%    / π�   alors si M ∈ Γ  arg�z′� ≡ =% + =% ≡ 0  / π�    
 D’où si M ∈ Γ  , MJ ∈ �ox� =  ∆ ,  donc   ∆  est la droite d’équation y = 0 . 
c�  si M ∈ Γ  alors m MJ ∈ ∆ = �Ox�les points A , M et MJsont alignés& 
    D’où M’ est l’intersection de la droite �AM� avec l’axe des abscisses . 
Exercice3 

1�a� On pose P�z� = z% − 2isin�2θ�z − 1  ,   z ∈ ℂ 

     PfeL%Yg = eL>Y−2isin�2θ�eL%Y − 1 = eL%Y @eL%Y − 2isin�2θ�A − 1 = eL%Yfcos�2θ� − isin�2θ�g − 1 
                    = eL%Ye�L%Y − 1 = 1 − 1 = 0  , D’où  zJ = eL%Y est une solution de �EY� . 
 b� Soit z’’ l’autre solution de �EY� , et comme z’z’’ = -1 alors zJJ = ��KJ = ��|}~� = eL�=�%Y� 
2� �E′Y� ∶  z> − 2isin�2θ�z%  − 1 = 0    
    On pose Z = z% , �E′Y�  ⟺  Z% − 2isin�2θ�Z − 1 = 0 
                                                ⟺ � Z = eL%YouZ = eL�=�%Y�  &  ⟺   � z% = eL%Youz% = eL�=�%Y�  &  ⟺  � z% = feLYg%ouz% = @eL@�~�YAA%  &   
                                               ⟺ z = eLY ou z = −eLY ou z = eL@=%�YA ou z = −eL@=%�YA 
En fin les  solutions de �E′Y� sous forme exponentielle  sont :  
z� = eLY  , z% = eL�= Y�    ,   z� = eL@=%�YA   et  z> = eL@�=%�YA 
3� On désigne par M� , M% , M� et M> les points images respectives des nombres complexes z�, z%, z�et z> 
On a : O = M� ∗ M% = M� ∗ M>, donc M�M�M%M> est un parallélogramme de centre O . 
De plus /M�M%� et /M�M>� sont des diamètres du cercle trigonométrique alors M�M% = M�M> = 2 
Conclusion : M�M�M%M> est un parallélogramme dont les diagonales sont isométriques alors 
M�M�M%M> est un rectangle . 
 



 

 

 
 
 
 
 
  


