LYCEE THELEPTE IIWI
RHOTOX
DEVOIR DE CONTROLE N1

OTOX

Exercice 1: (3pts)
Répondre par vrai ou faux. Aucune justification n’est demandée.

1) Soit Zun nombre complexe. |z — i| est égale a :

a) |z|+1 . b)Vz2+1 ; c) iz + 1]

2) Soit f et g deux fonctions définies sur ]—oo, 2] tels que Iirp f(x) = —oo et pour
X—+ 00

tout x <1, g(x) = 4x + 2v2 — x. Alors Iirp go f(x) =:
X—+ 00

a) +oo ; b) —o ; ¢)1
3) (\/§+ i)2010
a) appartienta IR, ; b)appartientalR_ ; c)estimaginaire pur.
—1)n
4) Soit U la suite définie sur N par U,, = (n+)1 .
a) (U, convergeversO ; b) (U,) estdivergente ; ) Iirp U, =1
n—->+oo
Exercice 2: (5 pts)
x+1—cos(mx) .
—— six <0

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = x
Vx2+x+1—xsix=>0
1) Calculer lim f(x).
e x+2

2) Montrer que pour tout x €] — o, 0[ , - = f(x) <1

En déduire lim f(x).

X——00

3) Montrer que f est continue sur IR.
4) a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet au moins une solution a dans

intervalle] — =, O[.

b) On déduire que sin(ra) = — —a2 — 2a

Exercice 3 :(6 pts)

x2

2x-2

Soit f la fonction définie sur [2, + o[ par f(x) =

1) Etudier le sens de variation de f sur [2, + oo].

2) Soit la suite définie par : U, = 4 et pourtoutn € N,U,,,; = f(U,).
a) Montrer que pourtout n € N, U,, > 2.
b) Montrer que (U,,) est décroissante.
¢) Endéduire que (U,,) est convergente et déterminer sa limite.



Exercice 4: (7 pts)

1) a) Calculer (1 — 2v3i)".
b) Résoudre dans C I'équation z2 — z + 3 + iv/3 = 0.
c) Mettre les solutions sous formes exponentielles.
2) dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O,u,7 ), on
considéres les points A, B et M d’affixes respectives iv3, 1 — iv/3 et 3 e'?
avec 0 e]%,%”[.

6 m

a) Montrer que z,, — z, = 2isin (g - %) ei(TZ). En déduire la distance AM en
fonction de 6.
b) Déterminer 6 pour que le triangle OAM soit isocéle en A.
3) Ondésigne par B’ le symétrique de B par rapport a I'axe [0,u) et N le point du
plan tel que OB’NM soit un parallélogramme.
a) Déterminer les affixes des points B’ et N.

. . . 3
b) Déterminer I'ensemble des ponts N lorsque 6 varie dans | g ,%T [.

Bon Travail



Correction

Exercice 1: (3pts)

1) c) lz—i|l = |-i(iz+1)| = |iz+ 1]
2) b)“mg@)—“m4X+&/—x—Imwu+2/ﬂ(——a
X—>—00
= lim 4x — 2x ’——12 Iimx<4 2 ——l>=—oo
X—>—00 X X—>—00 X

107 . .
3) b) (V3+ )2010 = (2e 111'/6)2010 22010, 20T — 22010 ,i3357 — 92010 ,ir — _ 92010
(G ) L I S
DI st e Rt

Exercice 2: (5 pts)
x+1— cos(mx)
fx) = x
Vvx2+x+1—xsix=>0

six<O

1) xurpoof(x)z lim Vx2+x+1—x

X—+o00
— lim (VaZ4x+1-x ) (VxZ+x+14x) _ lim x2+x+1-x2
T xoto (VxZ4x+1+x) x—>+00 (\/x2+x+ +x)
i x+ i 1+% 1
= 1m = im -
Xk (vx2+x+ +x)  xoke ( 1+§+xiz+1> 2

2)Vx €] —00,0[,-1<—cos(mx) <1 = x<x+1—cos(mx) <x+2

On multiplie par — 2 (x < 0) on obtient xxi < f(x) <1

lim 22 =1 donc I|m f(x) = 1.

xX—>—00 X

3) x — x+1— cos(mx) et x — x sont continues sur ]—oo, 0[.

x+1—cos(mx)

Donc x +— est continue sur ]—o,0[ .

x — x2+ x + 1 est continue et positive (A< 0) sur ]0,+oo[ donc x — x2+x +1
est continue sur ]0, +oo[ et donc x — v x2+ x + 1 — x est continue sur ]O, +oo|.

De plus, Iir(r)1+ f(x) = Iir(r)1+ Vx2+x+1-—x=1=1(0)
x— x—

lim f(x) = lim xH1zcos(m) — im

u(x)-u(0) _
—_— =x+1- .
x—0~ x L —, avec u(x) =x + 1 — cos(mx)



=u'(0) = 1 = f(0).
f est continue en 0O et par suite f est continue sur IR.

4) a) f est continue sur IR en particulier sur ] — % of.

f(—l):Lfs(_E):—1<O,f(O)=l>O

2

Ainsi I'équation f(x) = 0 admet au moins une solution a dans l'intervalle
1
b) Onaa <O0et f(a) =O=>a+1+os(m)20=>a+l—cos(na)20

= cos(ma) = a+1=cos?(ra) =(a+ 1)’ =1-sin2(na) =a?+2a+1
= sin2(ra) = —a? — 2a = —a(a +2) > 0)
= sin(ra) =V —a2 — 2a ousin(ra) = —/—a2 — 2a.

or —%< a<O0, —§<na<0 et donc sin(ra) < 0.

Par suite sin(ra) = —/ —a2 — 2a.

Exercice 3 :(6 pts)
OnaVvx €[2,+ oo, f(x) =

x2

2x-2

1) fest une fonction rationnelle dérivable sur IR\{1} en particulier sur [2,+ oof.

2x(2x—2)—2x2 __ 2x2—4x __ 2x(x-2)

et Vx €2+ oo, f) == 5 = ey ~ 2rny

> 0.Aini f est strictement /

sur [2,+ oo.
2) a) Montrons que pour tout n € N, U,, > 2.
-Pourn=0,U, =4> 2.
- Supposons que U, = 2 et montrons que U,,; = 2.
SiU,=2alors f(U,) = f2) [f7]1=U,pr =2(F(2) = 2).

D'ou U, = 2 pour tout n € N.

_ _ Up? _ Up?-Up(2Up-2) _ —Up%+2Uy
b) Upny1 —Up = f(Up) — U, = 2U,-2 Un = 2Up -2 T 20,2
= % < 0 .Puisque U,, > 2 V n et par suite (U,) est décroissante.

c) (U,) est décroissante est minorée par 2 donc converge vers un réel ¢
vérifiant : f(£) =fet ¢ = 2.

2(—4+2) _
20-2

f(£) = ¢ signifie - = ¢ signifie 0 signifie £ =2 ou ¢ =0

Comme ¢ > 2 alors ¢ =2. Conclusion : (U,) converge vers 2.



Exercice 4: (7 pts)
1) a) (1-2v3i) =1-4V3i+(2V3i) =1 - 4V3i— 12 = —11 — 4V3i,

b) z2—z+3+iV/3=0.
A=1-4(3+ iV3) = 11— 4iV3 = (1 — 2v3i)".

;. = 1-(1-2+/31) = V3

1 2

2

¢) 2, = V3i = 3ez
lz,| = |1 —+/3i| = 2. soit 8 un argument de z,.

V3

On acosé = % etsing = _T ce qui donne que 6 = —%[211] et alors

i

2, =2¢e7s.

2) a)zM—zAZ\/§ei9—\/§e%=\/§[ei9

in
- e

Rque :
Soit a et B deux réels
. e B B BB ia —ia B B a+B _a=B
el —elf =—ep2e2e2e2 —eczezezez =e' ze" 2 —e'ze 2
BT B _aB] g g\ B
=e 2 |e"z —e 2 =lem(Tﬂ)e'2.

A

6 m

9__
On a alors z,, — z, = V/3|2isin (TZ) e

()| - 2v3i sin (2-7) e!G43
2 4

(60 @
AM = [z, = 2] = [2V3i sin (4 - %) /%)

=203 s (2|

0

T 3w T
Oor-<fog<—=—=-<
2 2 4

D'otl AM = 2v/3sin (g —

<3—"=>0<9—E<E=>sin(9—5)>0.
2 4 2 4 2 2 4

)

b) OAM isocele en A équivaut a

V3

AM = OA & 2v/3sin (g —%) = |z4l & 2¥/3sin (g_%)

. 6 =n 1
ssin(t-T)=lo
2 4 2

S =T okm keZoul-T
2 4 6 2 4
@9:i—’;+4kn,keZou=113—2”+4kﬂ,k€Z-

or <9< alorsg = Z[2n)
2 2 12

).

=%T+2kn,keZ




pE

3) a) B’ est le symétrique de B par rapport a I'axe [O,u) alors zyr = z5 = 2e
OB’NM soit un parallélogramme signifie 0B’ = MN
Signifie 27 = zy — V3 et signifie zy = 25 + 3 el
b) On remarque que N est I'image du point M par la translation du
vecteur OB'. Or lzul = V3 etarg(zy) = 6[2n] et% <f< 37” donc M décrit
le demi-cercle T’ de centre O, d’extrémités A et A’ qui ne contient pas H privés des

points A et A’, ou A’ et H sont les points d'affixes respectives —/3i et V3.
Et par suite N décrit tﬁ(l‘).

Fin



