Série d’exercices

Les nombres complexes

Exercice 1
Soit I'équation (E) : 7% +4iz% + 12(1+i)z-45=0
1) Résoudre dans C I'équation (E) sachant qu’elle admet une solution réelle z; et une solution imaginaire z2 .On note z3 et

Z4 les autres solutions.

2) Le plan muni d’un repére (O, i T), soient A,B,C et D les points d'affixes respectives z 3 etzg Quelle estla

nature du quadrilatére de sommets A,B,C et D

Exercice 2

1) Soit 0 réel de [0,2x[, résoudre dans C I'équation P(z) = 4z% +4cose(1
2 )Mettre P(z) sous la forme d’un produit de deux polyndmes du second degré

Exercice 3

2Tt
j2m
Soit le nombre complexe a= e °

1) Vérifier que a°=1
2) Vérifier que -1 =(z-1) (1+z+z2 +2° +z4)
3) En déduire que 1+ a +a” +a° +a’=0

4) Montrer que a® = (51)2 eta*=a

5) En déduire que (a+51)2 +a+a-1=0
- PR 21
6) Calculer a+a eten déduire cos?

Exercice 4
Le plan complexe est rappor

On considére les point A ¢

distinct de —.i

4) Montrer que OM' =% et (u,OM’) E(Mé,mﬂg(zm

5) Montrer que les images par f des points de la droite d’équation y = 0 sont situées sur un méme cercle (C) que I'on
précisera
6) Soit M un point du cercle de diametre [AB] différent de A et B, montrer que f(M) appartient a I'axe des abscisses

Exercice 5
Soit, dans C, I'équation (E) : z° - 2(3 +i)z° + (8 + 9i)z +3 - 9i = 0
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1) Montrer que I'équation(E) admet une racine réelle « que I'on déterminera

puis calculer les deux autres racines z; et z; avec ‘zl‘ > ‘22‘ .

2) On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives a, z1 et zo dans le plan P le plan P rapporté a un repére
orthonormé (O,u,v).
Montrer que le quadrilatéere OABC est un rectangle.

Exercice 6

Soit, dans C, I'équation (E) : 2+ 2(1- i)z2 +(1+ m’ - 4i)z - 2i(1 + m2) =0

ol m est un paramétre réel.
1) Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure zg que I'on déterminera et cal les deux

autres solutions.

2) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O, ﬁ,\?), soient le ints A, tM” d'affi respectives :

2i, -2 -2i, —1-im et —1+im.
a) Montrer que le quadrilatere AM'BM” est un parallélogramme.

b) Déterminer m pour que le quadrilatéere AM’BM” soit un rectangle.

Correcti

Exercice 1

1) (E) admet une solution réelle z1=a, a € IR < a* +4ia? +1
& (a* +12a-45)+i(4a% +12a) =0 - {

(2)<a=0o0u a=-3 ; Onestpasu

(z+3)(z-3i)(z% +(3i-3)z-5)) =0
7% + (83i—-3)z-5i=0 a pour discriminant 2i = (1 +i)2 , on obtient alors deux solutions z3 =1 - 2i etz4 =2 —1i alors
Sc ={-3,3i,1-2i,2 -}

2) OnaA(-3,0); B(0,3); C(1,-2) et D(2,-1) d’'ou AB et CD sont colinéaires et on a AD = BC =+/26 d’ou ABCD

est un trapéze isocele.

Exercice 2
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1) 4z* + 4cos8(1+cosB) 2% +(1+cosB)” =0
Posons x = z° alors P(z) = 0 < 4x? +4cos6(1+cos8)x + (1+cos8)” =0
A’ = 4cos? 6(1+cos0)? - 4(1+cos)? = 4(1+cosB)>(cos® B —1) = —4(1+cosB)? sin 6 = (i 2(L+cosh)sinB)? dol

X1 = ~20s6(1+cos6) ~i 2(1+cosH)sin® = —%(1+ cos0)(cosO+i sinB) et

4
o = —2c0s6(1+cosB) +i 2(1+cosB)sind _ —1(1+cose)(cose—i sin@)
2 4 2

alors z° = ‘%(1+0059)ei9 =%(1+ cos0)e®*M oy

2 _

z° = —%(1+ cosf)e® =%(1+ cos@)e (&M

1+cos6
2

) )
P(z) =0 admet 4 solutions z; =Ae 2 ', z, =-JAe 2
Z3 =Jre 2 et z4=—\/Xe 2 douS={z1,22,23,24}
2) On remarque z3 =z_1 et z, =Z donc

P(2)=(z-21)(z-23) (z—-22) (z—24)

orf €[0,2x[ alors 1+ cosb € [0,2] donc en posant A =

L B+TT 4
(2-21)(2-23)= (z-Vhe 2 Yz-re ©

i&my 0
(@-22) (z-22)= (z+he 2 )z + ;")zﬂ

=z+ z2 +z3 +z4+z5 -1-z —z2 —z3 —z4 = z5 -1
2.3, .4
S@-1)(1+ta+a" +a" +ta)=0&
l+a+a’+a>+a’ =0 cara=1
i2n i6rr i2n i41'[ 6 4
— = = - e 1 1
sal=e5)°=e5 ; (@°=(e 5)°=e 5 etcomme - s
6Tt ATt
L 3 _ (o2
alorseS =e 5 donc a°=(a)
2T .81 27T 2T 81T
i— — = —is= —i(==+2m) = . —
a*=(e5)=e5 ; aze 5 =ze 5 =e5 doua*=a
3
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S+a+at+1=0

5) (a+a)® +a+a-1=a’+2aa+(@)°’ +a+a-1=a’+a
(aa=la=1)

6) a+5=2D(a)=2cos%n d’aprés 5) (a+a?1)2 +a+a-1=0 alors

cos? 25n+cos 25 -1=0 dou cos%’T est solution de 4x> +2x —1 =0

-1-+/5 ._-1+5
etx" =
4 4

qui admet deux solutions x'=

et comme cosz— >0 alors cosz—n— “1+45
5 5 4
Exercice 4
1+ix0 1 .
1) On a pour affixe 0 alors son image a pour affixe z'= T ===
i i
donc f(O) =

2) C a pour affixe 1+i alors son antécédent est le nombre complexe z tel 1+i)(z+i)=1+iz = z=2-i

donc I'antécédent de C est le point d’affixe 2 — i
1+iz

3) z=—|_ e Z(z+i)=1+iz - z22=1<z=1ouz=-1
Z+i

1+iz i(—i+z)=i(z i)

4) Ona z'= : alors |z/| =—
Z+i Z+i Z+i BM

,_i(z-10) N . .
z'= i alors arg(z'") = arg(i) +arg(z —i) -
(U,OM) =7+ (U AM) - (UBM)(2m) = 7

e p— Tt e —
(u,OM") = > +(BMAM)(2m) =
5) Soit M un point de la dr guationy =0 alors M € (O,ﬁ) et puisque A et B ont pour affixes i et —i alors (O,ﬁ) est la

=MB d’' ou OM'—QI\I\;: =1 M'0O¢(0,)

e diametre [AB] différent de A et B alors

(M—B,m) = TET(H) BMA) +— 0(m) d'ou d’aprés (4) (u oM’ )=0(m) et par suite M’ € (O, u)

Exercice 5

1) z3 -2(3 + i)z2 + (8 +9i)z + 3 - 9i = 0 o est une solution réelle de (E)

2
a —23+i)a’ +(8+9)a+3-9i=0

o®-6a2+80+3=0 (1)

(a3—60(2+8a+3)+i(—2a2+90(—9)=0 =
-2a2+90-9=0
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—20(2 +9a -9 =0 a pour solution 3 et —% or seulement 3 est solution de I'équation (1) donc o = 3 est solution de
I'équation (E) et par suite (E)<

(z-3)Z2+bz—1+3i)=0e 2> +(b-3)z> +(-1+3i-3b)z+3 -9/ = 0
par identification b -3 = - 2(3+i) < b=-3 -2i et -1+ 3i-3(-3 - 2i) = 8 + 9i
dol (E)e (z-3)(Z°+ (-3 -2i )z—1+3)=0< z=30u

Z°+(-3-21 )z—1+3i =0 ;A=9,2 =i etz 3+l

ona‘z"‘>‘z“ alors z; =z"=3+i et z,=2"=i

2) A, B et C les points d'affixes respectives d, z; et zo alors Zoa SZA = 3;

Z5x =2cg = OA=CB donc OABC est un parallélogramme or OB =|zp|

AC = |zA - Zc| = |3 —i| =4/10 alors OB =AC donc OABC est un parallélogr e do diagonales sont isométriques

d’ou c’est un rectangle

Exercice 6
2 420-0)2° +(@1+m° —4i)z-2i(1+m°) =0

zp =i o est une solution imaginaire de (E) <

(@)’ +2(1-i)(io)” + (@ +m> - 4i)(ia) - 2i(L+ m’) = +2a2 +a+m2a-2-2m?)=0 -

4q) +i

-202+40=0 (1)
—a®+20% +a+mla-2-2m? =0 (2)

()& a=00ua=2;0n’est pas sol e(2et2es solution donc o=2 et par suite zg = 2i est une solution

imaginaire de (E) alors (E)

(z-2i)(Z22+bz+ 1+m?) 2z 4+ (1+m° - 2ib)z - 2i(1+ m°)

Par iden ( 22+ 2z + 1+m2) =0«&

z=2iou z° , A" =—m 2= (im)2 alors z’ = —=1-im et
2)a) A, BM etV 2s respectives : 2i, -2 —2i ; —1-im et —1+im
Zav S IM T ZA S im-2i , zyng =z ~zy" = -1-im-2i

Zpr = Zyg < AM'=M"B donc AM'BM” est un parallélogramme

b) Pour que le parallélogramme AM’'BM” soit un rectangle il faut que ses diagonales soient isométriques < AB = M'M” &
|28 ~2al = |2m7 ~2m| = [-2- 4] = [2im] < V20 =2|m| - |m| =5

m=+/5 oum=-/5
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