Les suites reelles

4%™ math B.H.Hammouda Fethi

A%/ Les limites d’une suite :

Activite :

: e cos(nz)
Soit la suite définie par :U = ————— pour n=1.
2n+(-1)
1) Donner I’expressionde U, et U,
. conclure .

2) Calculer IimU, et lmU, ,
X—>+00 X—>+00
Théoréme :

Soit (Un) une suite réelle et a fini ou infini

limU, =a sietseulementsi limU, =a et lmU

X—>+0 X—>+00

=a.

2n+1
X—>+0

Exercicel :
cos(nz)+ (—1)”
. .

Etudier la convergence de la suite U définie pour n>1 par: U =

Théoréme :

Soit (U, ) une suite réelle convergente vers un réel a :

e SiU, 20 pourtout n>n, alors a=0.

e SiU, <0 pourtout n>n, alors a<0.

Conséquences :

Soit un entier N, et (U, ) une suite tel que M<U_ <M pour tout n>n, ou m et M deux réels

e Si (U,) converge versa alors m<a<M .

Opération sur les limites :
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Exercice2 :

Calculer les limites suivants : lim—n+ on+3 et lim(x/n +1-— x/ﬁ) , fn +% .

X—>00 2n+9 X—>00

Théoréme :
Soit (U, ) une suite géométrique définie par: U, =q" pour n>0 .ou qelR

*Si gq>1,alors IimU_ =+o.

X—>00

* Si |q|—<1,alors limU_ =0.




C

*Si g<-1,alors limU, n’est pas définie .
X—>0

*Si g=1,alors limU_ =1.

X—>0

Conséquences :
Pour tout réel ae ]—1,1[ ona lima"=0 .

X—>0

Exercice3 :

Calculer les limites suivants : lim(lj , lim(7z)n et lim(—g) .

x—wo\ § X—>00 X—>00 2

Exercice 4 :

2 n
Calculer les limites suivants :lim1+§+(§j e +(§j pour n>0 .

X—»00

2 n
1im—3—2—3(2j — e —3(3j pour n>0 .

X—00 T T

B Image d’une suite par une fonction continue :
Théoréme :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et (U, ) une suite d’élément de I ; Si (U ) converge

verunréeladel alors (f(U,)) converge vers f(a).

Exercices :

. . 1
Soit la suite U tel que U, =cos—= , montrer que (Un) converge vers 1.

Jn
Théoreme :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et (U, ) une suite d’élément de I .

Si limU, =1 (fini ouinfini) et si limU, =L ( fini ou infini) alors lim(f(Un))= L.

X—0 X X—>00

Exercice 6 :

X—>00 2n X—>00

.. ) ) (7 ) Nz
Calculer les limites suivants : lim nsin (—J et limtan ( 5 IJ
n+

C% Limites et ordre :
Théoréme :
* Soient deux suites U et V tel que limU, =1 et limV, =I"sipourtout n>n, U, <V, alors I <I'

X—>00 X—00

* Soient deux suites U, V et W trois suites et | € IR tel que pour tout n>n, U, <V, <W, ; si

limU, =l et limW, =1 alors limV, =I
X—0 X—®

** Soient deux suites U et V tel que pour tout n>n, |Un| <V, si limV, =0 alors limU_ =0
X—>0 X—®

Exercice 7 :

n n
On consideére la suite (U ) définie par U = + +onnn + our n>1
(Us) P " n*+1 n*+2 n2+np

2

n g :
Montrer que pour tout N>1 ona —; <U, < en déduire limU, .
n“+n n°+1 X

Théoréme :
Soient deux suites U et V
e S’ilexisteun n, tel que U, <V, pourtout n=n, etsi limU, =+oo alors limV, =+

X—>00 X—00



e S’ilexisteun n, tel que U <V, pourtout n>n, etsi limV, =—oo alors limU =-o.

Exercice 8 :
1) Vérifier que pour tout entier non nul k , L = L .
k(k-1) k k+1
2) En déduire la limite de la suite W définie par W, = z; , n>1
S k(k+1)

DY Convergence des suites monotones:
Théoréme :
Soit (Un) une suite définie pour n>0.

* Si la suite (Un) est croissante et majorée alors elle converge vers un réel a et pour tout n>0
U,<a.
* Si la suite (Un) est décroissante et minorée alors elle converge vers unréel b et pour tout n>0, U, =Db.

Exercice 9 :

. . . 1 1
On considere la suite (Un) définie par U =1+§+§+ ....... +—, nx1.

1) Montrer que la suite (U, ) est croissante .

1
2) Montrer que pour tout n>1 , U, -U_ 2> 5

3) En déduire que la suite (U, ) est non majorée .et déterminer lim U, .

X—>+0
Théoréme :
e Toute suite croissante et non majorée tend vers +oo.
e Toute suite décroissante et non minorée tend vers —oc.
E°/ Suites récurrentes :
Théoréme :
Soit (U, ) une suite vérifiant U ,, = f (U ) ou f est une fonction .Si la suite (U, ) converge vers L

et si f est continue en L alors f (L)=L.

Exercicell :

Soit U une suite récurrente définie par U, =1 et U, = m .
1) Montrer que pour tout Nn=0 , 0<U_ <2.

2) Montrer que (U, ) converge et calculer limU, .

X—>+00

F% Suites adjacentes :
Définition et théoréme :
Deux suites U et V sont adjacentes lorsqu’elle vérifient les condition suivantes :

e Pourtout n=20 ,U <V, .
e La suite U est croissante et V est décroissante .
o Lasuite (V,-U,) converge vers 0.

Dans ce cas les suites U et V converge vers la méme limite .
Exercice 11 :
: . 1 1 1 1 1
Soitlasuite U, =1+ —+—+—+........ +—.Et V, =U +—.
1 2t 3! n! n

Montrer que les suites U et V converge vers la méme limite .
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