Continuité et limites
4°™ math B.H.Hammouda Fethi

A-1% Continuité et limites en un réel :
Théoréeme 1 :
e Toute fonction polyndme est continue en tout réel de L[ .
e Toute fonction rationnelle est continue en tout réel de son domaine de définition .
e Lafonction cos etlafonction §im sont continues en tout réels de [ .
Théoréeme 2:
Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et ael:

f

e Sifestcontinueen a alors «f,

,et f" (n el *) sont continues en a .
) . 1 1 « .
e Sifestcontinueen a et f(a);tO alors n et - (n ell ) sont continues en a .

e Sifetg sont continuesen a alors f+g et f*Q sontcontinues ena.

. . f .
e Sifetg sont continuesena et g(a) #(0 alors — sont continues ena.
9

e Sifestpositive sur [ et continue en a alors «f f est continueena.

Exercice :

2 _—
Soit f:x—2 24X 3 calculer lim f (x)
X- =9 X—3
f(x) si xell -{3,-3}
La fonction g définie sur J —{-3}par: g(x)= 1 . s ’appelle un prolongement par
— si x=3
3
continuité de f en 3.
Exercice :
2
. . . 1-
Soit f'la fonction définie sur [ * par f (X) _ X rimcosx , montrer que f est prolongeable par
X

continuité en 0 et déterminer son prolongement .

Théoreme 3 :
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert [ saufen ael.
f(x) si xza

Si f admet une limite finie @ quand X —a alors la fonction g définie sur I par g(x)= {

a si x=a

Est continue en a et s’appelle un prolongement par continuité de f en a.

Théoremed :
Une fonction f définie sur un intervalle ouvert Iest continueen ael ssi lim f (x)=1lim f (x)=f (a).

x—a* x—a~

Exercice :

1-x si x<1
Soit f:x—»{ ¥ .Calculer lim f (x) et lim f(x),en déduire si f est

2_ — +
X —2x+l sio x-1 et f(1)=0 x—1 x—l

Jx-1

continue en 1.



11°/ Continuité sur un intervalle :
Théoremel :

e Une fonction est continue sur un intervalle ouvert I si elle est continue en tout réel de I .
e  Une fonction est continue sur un intervalle [a,b] si elle est continue sur ]a,b[,a droite en a et
agaucheenb.
De fagon analogue , on définit la continuité de f sur les intervalles [a,b[, |a,b].[a,+oo[ et ]—0,a].

Exercice :
‘ ‘ ‘ F(X)=2% i xelo,z] .
Soit f'la fonction définie sur [0,7[] par 0)-) X .Montrer que f est continue sur [0, 7[].
f(0)=—
2
III%/Opérations sur les limites :
Limf | Limg |Limf+g Limf | Limg |Limf*g Limf | Limg Lim f/g
L L’ L+L° L L’ L*L° L L’#0 L/’
L +o0 +o0 +o0 L’<0| —oo +o0 L’<0 —o0
—o0 L’ —00 ~+00 L’>~0| 40 +oo L’>0 +o0
—o0 —0 —o0 +00 400 400 L +00 0
400 —+00 400 400 —00 —00 L —00 0
—o0 —0 400 L0 0 Régles des
signes
Remarque :
. . , 0 o
Si on obtient des résultat de la formes 0 _0*0 ou (400)+(—0) ce sont des formes
o0
indéterminées ,on ne peut pas conclure directement .

Exercice :
Activité page 8.
BS/Branches infinies :

Rappel :
La fonction f Interprétation graphique

lim f(x)= -0 ou lim f (X)=-o0 Ladroite D : X=a est
X—a X—a tot B

lim f (x)=+0  ou lim f(x)=mo | TR

lim f(x)=L ou lim f(x)=L Ladroite D: y=L est

o o asymptote a g

lim (f (x)—(ax+b))=0 ou lim (f(x)—(ax+b))=0 Ladroite D : y=ax+b est
o o asymptote a g

Etude des branches infinies :

o ()
Siona lim f (x)=co_alors on calcule lim——=.

X—00 X—>00 X

oer i tim- )

X—00 X

=0 alors ¢, admet une branche infinie parabolique de direction (Xx').




f(x
*** Qi limL):ioo alors ¢, admetune branche infinie parabolique de direction(yy')

X—0 X

**% Qp lim(—x) —aell” alors on calcule lim(f (x)—ax) alors :

X—00 X X—>00

* Si lim(f(x)—ax):b ladroite D: y=ax+b est asymptotea £ .

X—>00

*Si lim( f (X)—ax) =oo alors ¢, admet une branche infinie

X—>00

parabolique de direction y =ax.
Exercice :

1) Soit la fonction définie sur [ par f (X)=+x>+x+1 .
Etudier la nature des branches infinies de ¢, au voisinage de +ocet —o .
2) Soit la fonction définie sur [—1,+oo] par f (X)=2X+/Xx+1.

a) Etudier les variation de f.
b) Etudier la nature des branches infinies de ', au voisinage de +ooet tracer ¢, .

C%Continuite et limite des fonctions composées :

Définition :

Soit U une fonction définie sur un ensemble I et V une fonction définie sur un ensemble J tel que
U (I ) cJ.

La fonction V oU définie sur I par V oU (X) =V (U (x)) est appelé fonction composée de Uet V .
Exemples :

2

. TX . P
** La fonction f :X— cos v est la composer de deux fonctions définies sur [| par
+ X
2
TX
U:x— > et V:iX—cosX.
1+X
. 2 .
. sin” X +sin X . . o
** La fonction f:Xx—>————— estlacomposer de deux fonctions U : X —sinXx définie surl]
I+sin X
X + X

et la fonction V : X >

définie sur(] \{-1}.
1+ X

Théorémel :
Soit U une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant a et V une fonction définie sur J ,

contenant U (a).
e Si U est continue en a et V est continue en U (a) , alors la fonction V oU est continue en a .

e Si U est continue sur un ensemble I et V est continue surll alors V oU est continue sur I .
Exercice :
Etudier la continuité de fsur 1 :

2
fix—sinyX®+x+1 | =0 . f:x—>cos( X?J | =]3,+o[ .

D% Limite d’une fonction composée :

Théoréme :

Soit U et V deux fonctions . soient a, b et ¢ desréels ou +oc ou —o0
Si limU (x)=b et limV(x)=c alors limV (U(x))=c.

X—a




Exercice :
Calculer les limites suivantes :

1—cos(x?
lim# , lim tan(zﬂ J , lim X(l—cos lj
X

x—0 X2 x—1* X—>+0 X

sm(xﬁ 1)
Etudier la continuité de fen a: f : X —>{ e

si Xe]0,+oo[\{l}

O et a=l1.

E°/ Limites et ordres :
Théoreme de comparaison :
Soit a un réel fini ou infini, 1 et I’ deux réels.

* Si lim f (X):+oo et f(x)<g(x) alors lxirr;g(x):+oo :

X—a

* Si lxlrralf(X) et f(x)>g(x) alors £il’l;lg(X)=—OO .
*Si [ (x)- I| g(x) et hmg( )=0 alors lxirglf(x)zl.
*Si lim f (x)=1= lxirr;g(x) t f(x)<h(x)<g(x) alors lxin;h(x)zl .

*Si limg ()

X—a

I, lxingf(x)=| et f(x)<g(x) alors I<I".

Exercice :

, . I —cosx 1 ‘4 . —COsX
Montrer que pour tout réel positif xona: ——< <— endéduire lim .
X

X X X—>+0 X
F° Image d’un intervalle par une fonction continue :
Théoréme :(rappel)
L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle .
Théoréme :

L’image d’un intervalle fermé bornée [a, b]par une fonction continue est un intervalle fermé
bornée[m,M ] ot m est le minimum de fsur [a,b] et M est le maximum de f'sur [a,b] .

Exemple :
Soit f :x— x* déterminer f([—l,l]) .

Remarques :

L’intervalle I| fest strict croissante sur 1 alors f (1)=|fest strict décroissante sur alors f (| ) =

[a.b] [7(a). f(0)] [1(0). 1 ( a]

[a’b[ Lf hm f L Jhm f a)J

P Jim £ }1:3,” gl Ji 09 i £ (0]
] 2] Jlim 7 (x), 7 (a)] [ f(a), lim T (x)|

]a,+oo[ Jhm f hm f (X)L Jlim f (X), lim f (X)L

x—a* > X400 X—>+00 x—a*

J-oo, 4o |lim £ (x). lim £ (x)| |lim £ (x). lim £ (x)|

X—>—00 > xS0 X—>+00 X—>—00




G°/ Theoreme des valeurs intermédiaires :

Théoreme :

Si f est une fonction continue sur [a,b] alors pour tout réel k compris entre f (@) et f (b) il
existe au moins un réel Ce ]a,b[ tel que f (C) =k c.a.d I’équation f (X) =Kk possede au

moins une solution c e ]a,b[

En particulier Si f est continue sur [a,b] et f(a)x f(b)<0 alors ils existe au mois un réel
Ce ]a, b[ tel que f (C) =0 c.a.d I’équation f (X) =0 possede au moins une solution

Remarques :
Si en plus fest Strictement monotone alors cette solution est unique .



