~ CH?2 — Géométrie : Angles orientés
3" Sciences Novembr e 2009
expérimentales A.LAATAOUI

1) ORIENTATION DU PLAN

Orienter un cercle, c'est choisir un sens de parcours sur ce cercle appelé sens dir ect
(ou positif ) .

L'autre sens est appd é sens indirect (négatif ou rétrograde)

Orienter le plan, c'est orienter tous les cercles du plan dans e méme sens. (\

L'usage est de choisir pour sens direct le sens contraire des aiguilles dune montre, \
(appdéaussi senstrigonométrique) @

Un cercletrigonométrique est un cercle orienté dans le sens direct et derayon 1.

Dans la suite du chapitre, on suppose que le plan est orienté dans le sens trigonométrique.

2) ARCSORIENTES

A ) DEFINITION

Soit (A, B) un couple de points d'un cercleorienté ¢ .

Il ya deux arcs de cercled origine A et d’ extrémité B. un et un seul de ces deux arcs est orienté conformément
al’orientation du cercle, on I’ appellearc orienté d' origine A et d’ extrémité B, qu’ on note AB

Remarque : Tout arc orienté AB détermine un unique arc géométricque appel é arc géométrique associé a AB

B) MESURESALGEBRIQUESD'UN ARC ORIENTE

¢ estuncercle orienté derayon 1.

(A, B) un couple de points distincts de & .

L est lalongueur del’arc géométrique associé aAB. L =rx0.0Ur =1et @ = AOB .
Soit M un point mobile qui se déplace sur § de A vers B.

Si le sens est direct alors une mesure algébriquede | Si le sens est indirect alors une mesure algébrique de
l'arcABestL + 2nz . Ol ne N larcABestL + 2mz . Ol meZ_

On appelle mesure algébrique de I arc orienté AB et on note mes AB tout réel delaforme L +2kz ; k e Z .
(@) Onconvient quemesAB = 2k7 , s et seulement S A=B.

1 Conséquences:

¢ estuncercleorienté derayon 1. (A, B) un couple de points distincts de & .
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i X ety sont deux mesures de AB , si et seulement si, X - y = 2K .

* L’arc orienté AB posséde une unigue mesure dans [O, 27r[ , qui est lalongueur del’arc géométrique
associe.
+ Pour tout point A de ¢ et pour tout réel x, il existe un point unique B de § te que mes AB = X.
Notation :

X-y=2km,keZ estnotée x =y [2r]
——

[
congrus modulo2zr

Activité 2 page 29 :

3) ANGLESORIENTES DE DEUX VECTEURS NON NUL S

A) ENSEMBLE DESMESURES

Le plan éant orienté dans le sens direct. U e v éant deux vecteurs non nuls.
B’ A
Onconsidére A’ et B’ les points définispar OA” =U e OB” =V . {
+
Les demi-droites[ OA’ ) e [ OB’ ) coupent le cercle trigonométrique C

respectivementenAetenB .

<l
<l

— U et(ﬁ’zév sont unitaires,
i (N C

ox=L

Les vecteurs OA=

respectivement colinéairesa u et vV e de méme sens qu’ eux .

On définit les mesures en radian de I’ angle orienté de vecteurs unitaires (OA,OB') a partir de cellesdel’arc orienté

AB..

L es mesures en radians deI’angle orienté de vecteurs ( U, V' ) sont celles de |’ angle orienté de vecteurs unitaires
(OA,0OB') cest adire, celles del’ angle orienté de vecteurs unitaires ("—é"U ,"TEHV) .

Il enrésulte que s x est unemesurede (U, V), alors les autres mesures sont de laforme

x+2kn ,keZ.

Notation :

. =, T . i N
= Lanotationusueleest (U, V), maissil n'y aaucun risque de confusion, on notera seulement (U , V') cet
angle orienté.

= Par abusdelangage, on confond un angle et ses mesures.
On écrit, par exemple, (T, V) =g signifiant qu’une mesurede (U, V') est g ; les autres mesures sont alors de

Iaformeg+2krc ke Z.Onécritaussi (T, V) =g+2kn ,k € Z ouencore (U, V) Eg [27]

B ) MESURE PRINCIPALE

Une seule des mesures de I'angle orienté de vecteurs (U, V') appartient al'intervalle] -n; ©]; Onl'appelle mesure
principale del’angle orienté de vecteurs (U, V') .
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FYRYNY & i ¥V wiaads :nj L T = ]

Remarque:

Lavaleur absolue de la mesure principale del’ angle orienté de vecteurs ( U , V' ) est la mesure de I’ angle géométrique
formé par ces deux vecteurs.

Ex:
Lamesure principalede ( BA', BC ) est _
+
P /
inci CA CRB ey
Lamesure principalede ( CA , CB ) est e ACB = ABC =F
3
Lamesure principalede ( AB , AC ) est & BAC=
C)ANGLE NUL, ANGLE PLAT, ANGLESDROITS
Soit U et V deux vecteurs non nuls du plan orienté.
= Direque U et V sont colinéaires revient adire que:
Anglenul : lamesureprincipalede( U, V ) est égalea0 (U et V sont de o v
méme sens ) o
u v
ou < —
Angleplat : lamesureprincipalede (U, V) est égalean (U et V sont de sens
contraire )
= Direque U e V sont orthogonaux revient adire que: il I i
u \"
Angledroit direct : lamesure principalede (U, V') est égaleég
v
% ................ M
d
Angledroit indirect : lamesureprincipalede (U, V ) est égalea—g

Rem : Pour tout vecteur nonnul i, (U,u)= 0 & (U, -U)=n=n

4) PROPRIETESDESMESURESDES ANGLESORIENTESDE VECTEURS

A)RELATION DE CHASLES

Soit U, V & W trois vecteurs non nuls du plan orienté . | En additionnant n’importe quelle mesurede (U, V) a
Ona: n'importe quelle mesurede ( vV, w ) , on obtient une
mesurede (U, W) .

(TG,V) +(V,W) =(0,W)
Réciproguement, n’importe quelle mesurede (U, W)
est lasomme d'unemesurede (U, V') et d une mesure
de(V,w).
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Ex: Soit U, V & W trois vecteurs non nuls du plan orienté tels que

(U,wW)= 5 g (w,V) 3 4
D’apreslardationdeChasles (U ,w )+ (W ,V)=(U,V) -
. - 5t =& hus
t === _ = ==
On en déduit doncque(u, v) 6 3 >

Les vecteurs U e Vv sont donc orthogonaux.

B ) CONSEQUENCESDE LA RELATION DE CHASLES

Soit U e V deux vecteurs non nuls du plan orienté.

WIWW . L1V L L @ | SR L —3

vV v
(V,U):—(U,V) o i
u u
v Il
— — —_ — v
(U,-v)=(u,v) +=n .
| ) u
(~T,V)=(T,V) +n B g
. \_/
-V =
o -
(—U,—V):(U,V) u
-V
v
Soit k et k' deux rédsnon nuls: =
= s ketk sont demémesigne, alors: i ey S s
(kU , kV)=(u,Vv) = = =
T -2 v u EU
v
= o ketk' sont de signes contraires,
aors: 3l
(kT ,kV)=(T,V) +=x e
u
Preuve:
1) D'apreslardationdeChasles (U ,V )+ (V,Uu)=(Uu,U)
Or(u,u)=0;donc (V,u)=—=(u,V)
2) D'apréslardationdeChades(u ,V )+ (V,-V)=(U,-V)
Or(V,-V)=n ;donc (U,-V)=(U,V) +=x
3) D'apréslardationdeChases (U ,V)=(U,-U)+(-U, =V )+(-V,V)
=n+ (-U,-V)+n =2n+(-U, -V)
Les mesures sont définismodulo2 , donc(—u ,—-V)=(Uu,V)
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4)

= Sikek' sont de mémesigne, lerésultat découle de ladéfinition ...
= Sike k' sontdesignes contraires:
D’apreslardation de Chasles, on peut écrire: (ku ,k’ V) =(ku,kV)+(kV, Kk V)

(ku,kVv)=(Uu,V)dapréslerésultat précédent .
k V e k' V sont colinéaires et de sens contraire, donc (kv ,kK V) ==
On en déduit le résultat.

Activités 6, 7, 8, 9 page 36 :

5) CERCLE ET ANGLES

A)ANGLESINSCRITSET ANGLESAU CENTRE

Définition :

Un angle est inscrit dans un cercle lorsgue son sommet appartient a ce cercle et ses cotés recoupent ce cercle; I'un de
ses cOtés peut ére tangent au cercle,

AME: 50" ANE:130° &0E:100° ZME

aMB:50° BaT:50°

[£=8]

AOB est un angle au centre associé a chacun des angles AOB est I’angle au centre associé a |’ angle inscrit

o~

inscrits A/I\/WB e ANB 'EA\B

Théorémen®l:

¢ est un cercle de centre O dans | e plan orienté dans le sens direct.

+ Pour tous pointsA, M etBde ¢ ,ona: (E—ATO—\B) = Z(W)[Zn] .

4 Si (AT) e tangentea ¢ en A, alors: (OA,OB) = 2(AT,E5)[2;:].

Théorémen°®2:

¢ est un cercledansle plan orienté dans e sens direct.

A, B, M & N quatre points distincts de ¢ .
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+ Si M et N appartiennent aI’ arc orienté AB , alors AMB - 507 ANB:- 50"

(WiA, MB) = (NA, NB ) 2x].

AME: E0° ANE:130° AO0E: 100"

4 SIM cABeNe BA , aors: (MA,MB) =(NA,NB)+x[2r].

Activité 3 page 38 :

B) ENSEMBLE DESPOINTSM TELS QUE : (m,m)se[zn] 0 =km kel

Activité:

A et B deux points distincts du plan orienté dans le sens direct.

[AY) est la demi droitetlle que ( At, AB) =

[275].

w |

1) Construirelecercle § passant par A e B et tangent a[At).
F - —
2) Soit M un point del’arc orienté BA | déerminer (MA, MB).

Théoréme:

Le plan étant orienté dans le sens direct.
A et B sont deux points distincts du plan, 6 est un réel différent de kr, k € Z

L’ensemble des points M du plan tels que (m, ﬁ) = 0 [2n] est I'arc d’'un cercle { passant par A et B,

tangent a la demi droite [At), telle que (Kt, E) =0 [27r] ; I'arc est situé dans le demi plan de

frontiére (AB) ne contenant pas [At) et il est privé des points A et B.

Activités 2 et 3page39:
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6) REPERE ORTHONORME

Définition :

Un repére orthonormé (O ; T, j) est:

edirect , s 'unedesmesuresde (7, ] ) est + %

sindirect , s l'unedesmesuresde (T , ] ) est — %

Remarque:

= On définit dela méme fagon une base orthonormée directe ...

Ex: Repéreorthonormé direct

= Etant donné un vecteur unitaire U, il existe un unique vecteur unitaire vV tel que

(U, V) soit une base orthonormée directe.

Déter minant de deux vecteurs:

Le plan est orienté dans |e sens direct.

Soient U et V deux vecteurs non nuls, et soit u' le vecteur vérifiant :

On appelledéerminantde (U , V' ) etonnotedé& (U, V) leréd v.
On convient quesi I'un des vecteurs est nul, leur déterminant est nul.

Remarques:

(U,Vv)=-dé&(v,u.

+ dé&(U,V)=0< U eV sont colinéaires.
(u,v)
(u,v)

Activité 6 page 41 :

4=
et

est une base orthonormée directealorsdé (u , v ) = 1.
est une base orthonormée indirectealorsdé (U, v ) =- 1.

Repére orthonormé indirect
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