H2 — Analyse : Continuité
3éme Sciences C Anatyse : Ci Octobre 2009

A. LAATAOUI

I. Approchedelanction:

Déerminer le domaine de définition et tracer la courbe représentative de lafonction f dans chacun

des cas suivants :

lércas: f(x)=2x+1. 28Me e - f(x):|x|_

D, = D, =

Courbe représentative : Courbe représentative :

‘ 2%+1 S x>0 4°™ cas: f(x)=E(x) appeléefonction partie
3F™cas: f(x)= _ .

2x-1 s x<O0 entiere.

D, = D, =R.

Courbe représentative : Courbe représentative sur [-1,3] :

L
L

Remarque: Si X est un nombreréd, quelconque, il existe un entier relatif ntel que n< x<n+1.
Cet entier rdlatif s appellela partie entierede X que nous désignerons par E(X) .

Exemple: s —-1< x<0 alors E(x) =-1.
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Commentaires :

. Pour les deux premiers cas, la fonction est représentée par un trait continu (obtenu sans |acher le crayon).
La fonction considérée est dite une fonction continue en tout point de son ensemble de définition.

. Pour les deux derniers cas, la fonction est elle continue en tout point de son domaine de définition ?

[1. Continuité des fonctions usuelles:

4+ Toute fonction affine X > ax + b est continue en tout réel X,.

+
1
i La fonction inverse x — & continue en tout réel non nul
1k
1 1 1 1 1 1
g 1
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+  Lafonction x> +/x est continue en tout réel positif x,.

+ Les fonctions polyndmes sont continues en tout réel x,, .
+ Les fonctions rationnelles sont continues en tout réel ot elles sont définies.

Activité 2 page 24.

+ Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | et x, unréel del.
Si f est continue en X, alors [f| est continue en X,.

Activité 2 page 25.

I11.Opérations sur lesfonctions continues:
Théoreme :
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I. Soit X unréel del et k unréel.

+ Si f et g sont continues en X, alors lesfonctionsf + g, fg, et kf sont continues en X,,.

. . . 1 .
* Sif est continueen X,et si f(x,)# Oalorslefontion = est continueen X, .
f
: : - f :
+ Si f et g sont continues en X, et si g(x, ) Oalorslafonction — est continueen X,.
g

Activité 1 page 25.

+ Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle ouvert | et x, unréd del.
Si f est continueen x,, alorslafonction +/f est continueen x,.

Activité 3 page 26.
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V. Continuité a droite, continuité a gauche:

f(x)=x? si x>0

Soit f lafonction définie sur R par : . .
f(x)=-x-1 s x<0

4_
3_
2_
14
-I5 -:I- -:Ii -52 -\ 1 2|
N
+ f(0)=-1

+ Si x devient de plus en plus proche de 0 a gauche (par des valeurs négatives), f(x) devient de plus en plus
proche def(0) = - 1. On dit quef est continue a gauche en 0.

4+ S x devient de plus en plus proche de 0 a droite (par des valeurs supérieures), f(x) devient de plus en
proche de O qui est différent de f(0). On dit quef n’ est pas continue a droite en 0 ou que f est discontinue
adroiteen 0.
Dans cecasf n'est pas continue en 0.

Théoréme

f est continueen X, si et seulement si, f est continue a droite et a gauche en X, .

V. Continuitésur un intervalle:

+ Soient aet b finis ou infinis.

Une fonction définie sur unintervalle ]ab[ est dite continue sur ab[ si elle est continue en tout réel
de Jab| .

+ Soit afini ouinfini et b unrédl.

Une fonction définie sur unintervalle ]a,b] est dite continue sur Jab] s elle est continue en tout réel
de Jab[ et continue agaucheenb.

+ Soit aunréd e b fini ou infini.
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Une fonction définie sur un intervalle [a,b[ est dite continue sur [a,b[ si elle est continue en tout réel

de Jab[ et continueadroiteena.

+ Soient aet b deux réds.

Une fonction définie sur unintervalle [a,b] est dite continue sur [a,b] si elle est continue en tout réel
de Jab[ ,continue a droite en a et continue & gauche en b.

+ Toute fonction polynéme est continue sur R .
% Toutefonction rationnelle est continue sur son ensembl e de définition.

Exemples

54+

fx)= x> -3x +2 X
) gx) = ———
f est continue sur R x-1
g est continue sur R\ {1}

Activité 1 page 29.

g(x) = (x-l)2 +05sx > 1 g(x) = (x-1)2 +059x > 1
g|]7w,1[ est une fonction linéaire <  g(x) = ax dx<1
g est continue sur R g est continue sur R

1) Représentation graphiquedeg:
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2) gestcontinuesur R, en particulier en 1 donc si x devient de plus en proche de 1 (a gauche ou a droite), g(x)
devient de plus en proche de g(1) = 0.5.
En tendant vers 1 a gauche, g(x) tend versadonc a= 0.5
g(x) = (x-l)2 +05six > 1

D’ou 1 .
g(x):Ex six<l
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Activité 2 page 29.

) fixe |x+1
f est la somme de deux

fonctions continues sur

R donc f est continuesur R

2) f:xmH Jx+1

(x—”>x + 1) est continue
et positive sur [—1,+o donc

f= \/U est continue sur

[—1, +o0[ en particulier sur [0,

1].

3) f: x> -3x+5
f est unefonction polynéme
continue sur R en particulier
sur]-0.1; 10].
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4)

2x+3
X-1

f est unefonction rationnelle

f:x >

continue sur son domaine de
définition R\ {1} en

particulier sur [-1, 0.

5)

f:Xx B> V-2x+1
(x—”>-2x+1) est

continue et positive sur

}—oo,%} doncf = \/Uest

1
continue sur }—oo,i} en

particulier sur]-0.1; 0.3].

6)

fix > -3x+6
(x—1>-3x +6) est
continue et positive sur
]-0,2] doncf = Juest

continue sur |-, 2].

A4+

8 I Cours : Continuité. 3¢me Sciences 09 - 10.

www.es pacemaths.com




TYRYRY o ATV Wl @ = ddT e

2x+1

7 fixpb :
X-2 BT

f est unefonction rationnelle

continue sur son domaine de
définition R\ {2} en

particulier sur] -2; O[.

VI.Imaged'un intervalle par unefonction continue:

Activité 1 page 30.

fix > (x-1).
1) f est unefonction polynome continue sur R .
2) f([2+%])=[L+[ ; F(]-0.2,0])=[1,1.44]
{f(x);-05 < xetx # 2} =[0,1] U1, +oo .
3 xe[34 ©3<x<42<x-1<34< (x-1) <9 f(x) e [49]

4) L’équation f(x) =5 admet d apres le graphique deux solutions : une solution a comprise entre-2 et -1 et

une solution B comprise entre 3 e 4.

Théoréme

L’image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 1: Si unefonction f est continue sur un intervallefermé[a; b], et si k est un réd quelconque situé
entref(a) et f(b) (ces deux valeurs comprises), alorsil existe au moins un nombre c dans|[a; b]
tel quef(c) = k.
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----------- f(a)

Théoréme 2 : Si unefonction f est continue et strictement monotone sur un intervalle fermé[a ; b], alors pour

tout réd k situé entref(a) et f(b) (ces deux valeurs comprises), I’ équation f(x) = k admet une solution
unique.
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