année Probléme de révision Décembre 2009
Maths A. LAATAOUI

4éme

- Soit lafonction f définie sur [O%[ par : f(x)=</tan’ x

1

a) Montrer que f est continue sur [O%[ et dérivable sur }O, %[ :

b) Calculer f'(x) pour xélément de }Og[ et montrer que f N’ est pas dérivable a droite en zéro.

T

2- a) Montrer que f réalise une bijection de [O, 2[ sur un intervalle J que I’ on précisera.

b) Tracer les courbes représentativesde f et de f ™ dans un méme repére orthonormé(O,T, ]) .On

calculera f (lj et f (lj .
4 3

c) Sans calculer f™*(2), prouver que f *(2) >%. En déduire que f(2) >1.

3

a) Montrer que f ™ est dérivable sur ]0,+ocf et calculer ( f7)'(x).
b) Montrer que f* est dérivable adroite en zéro.

-
- H(x)=—14 egH@=a.

1

déterminer le domaine de définitionDH de H .

2- Déterminer apour que H soit continuesur DH .

- Onpose p(x)=f7(x*)+ fl(x—lzj.

=
1

a) Montrer que ¢ est dérivable sur ]0,+oo[ et calculer ¢'(x). Déduire que: Vx € ]0,+0[ @ (X) = % :
c) Déduireque: Vne N* f *(n) + fl(ij :%.
n

N
1

Démontrer que: Vne N* et ke {0,1,2,...n}: f ()< f *(n+k)< f(2n).

3 Soit lasuite (U,) . définiepar:un:ijf-l( ! j

n+1.- n+k

Montrer que: Vne N* fl(zi]sun < fl(ij. En déduire limU, .
n n nN—+ow
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V- Onpose h(x) = f*(x+1)

1- Etudier et représenter graphiquement h
5

2- Montrer : Vx e [-1,+0[0< h(x) < 3

3- Montrer que I'équation h(x) = x admet une seule solution o dans [—1,+oo[ (on admet que

h'(x) <1 Vx> -1). Prouver que: 1<« gg.

4- On pose
Voy =h(v,)VneN

a) Montrerque: VneN 1<v sg

b) Montrer que : VXG}L%[ ona: |h'(x)|s§.

4 .
c) Montrer que VneN |v, , —a|<—|v, —«|. Prouver que limv, =c .
5
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f(x)=tan’x, ¥ XG[O,%[: f (x) = (tanx)s cartanx>0, V xe

2

2
b) VXG}O,E[,OI‘]&Z f'(x)zgu'(x)[u(x)]i’lzgx -
2 3 3 1
(tanx)®
2
- tan
im £ @ _ . (tnx)3 :“m(tanxjx L
x—0" X x—>0" X x—0" X 3/tan X
N N0

= f n'est pas dérivable a droite en 0.

T

]

u =
1- @ (xn—>tan xj est continue et positve sur [O,%[: f =u® est continue sur

2

Décembre 2009
A. LAATAOUI

]

u =
(xn—>tan xj est dérivable et strictement positive sur }0%[ = f =u?® est dérivable sur

Jtan x

o

2 2
1+ tan2x :gx(1+tan x)>0.

2- a) fest continue et strictement croissante sur [O, 2[ donc f réalise une bijection de [0%[ sur

T

f([o,i[h £(0),lim f| =[0,+eq] .

gl

f(%jz 3tan2(%j =%/§=1.4.

0) f(%jzi'/ﬁ:l.kz

T
= < f2
3 (2

17
{Cfl.

f 7 est strictement croissante
sur [0, +oo]

Or %>1:> f*(2) > 1.
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3- a)fesdrivableet f'=0, sur }O,%[: f est dérivable sur f GO%D =]0,+o0[ etona:

) ——1 € 0
(f )(x)_fl(fl(x)),Vx 10, o[
1\ 1 N
= (f )(x):m,ouf (x) =t
3 Jtant
=3 (f’l)'(x) :Ex—a' tant
2 (1+tan2t)

or fi(x)=t= f(t)=x= Jtan =x:>(£'/tant)2 = x= Jtant =/x

Deplusona: tan2t = x> = 1+tan2t =1+ x°

] 3Vx
= (f1)(x)=———"—, ¥V xe ]0,+] .
-1 -1
o) im0 O yin Y _yim-L o
x>0 X onposef 1(9=y Y0 f(y) »o0 f(y)
J—J
N0

= f est dérivable adroiteen Oetona: (f),(0)=0

-

1. H(x)=—14 g H@D=a.
1- D, =[0,+o]
-2
2- | x> —14 est continue sur [0, +oo[ \ {1}, puisque f~ est continue sur [0, +oo[
X_

31

T
- Sy
lim— 4 _jim =T @ S
+

x—1 X—1 x—1 X—1

Mlw

()=
Pour que f™ soit continue sur [0, +o[ il faut que a :%

I o= 1)+ 1 3]
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1- @) Dérivabilité de ¢ sur ]0,+o[ :

(xé xzj est dérivable sur ]0, o[

B . estdérivablesur [0,+oof
v(]0,+0[) = 10,400 = [0, o]

= fov est dérivable sur 0, +o0o

(x.li] est dérivable sur 10, o]
X2

B . festdérivablesur [0,+oo
W(]0,+00[ ) = 10, +00[ = [0, 40

= fow est dérivable sur |0,+oo[

Ainsi ¢ = f " ov+ f " ow est dérivable sur |0,+oo[ et ona:

1

1\ \ -1\ W 2 3 X2
') =v'(X)x( f V(X)) +w'(x) x( f WX)=2X| —~ |- = | 7=~ |=0
¢ ( )( ) ( )( ) {2(14_()@) J

Vx € |0,+0[ ¢'(X) =0= Vx € ]0,+o0[, ¢(x) = constante

T
2

= Vx € |0,+0[ ,p(x) = o(1) = 2f *(1)=2x %

b) Soit n € IN*, (<) = £ () + fl(ljzz_
n 2
vneN* etvke{0,1,2...n},ona:0 <k <n=n<n+k<2n

et puisquef ™ est strictement croissante sur [0,+oo[ = f *(n) < f *(n+k)< f™(2n)

1 & 1
3 U =" )>f"
! n+1k§‘ (n+kj
11
n

O<n<n+k<2n = O<i3—s
2n n+k

f ™ est strictement croissante sur [0, +oo[ = fl(ijg fl( 1 ]s fl(l]
2n n+k n
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lim fl(i]: f1(0)=0: lim fl(ljz f(0)=0 et fl(i]sun < fl(l]
s 400 2n N—>+00 n 2n n
= (U,) converge et limu, =0.
IV.  h(x)=f"(x+1)
1- h(x) existesi et seulement si (x+1)eD,, © x+1>0& x> -1
= D, =[-1,+o[
h=f"oy,0ly(X)=x + 1

f ™ et w sont continues et strictement croissante => h= f "oy est continue et srictement
croissante sur [—1, +oof

' - ' . Y\ 3Vx+1
(N.B: () =(f 7oy ) () =y () x( )y () = —————5, Vx2-1)
2(1+ (x+1) )

X -1 +00

h'(x) 0 +
T
/ >
h(x)
0
(©)=t:(c.-)
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[

KT

2- VXe[—l,+oo[0S h(x) <—=<

wl ol

T
2

3- Onadmet que: h'(x)<1vx>-1
Montrons que I équation h(x) = x admet une seule solution a dans [—1,+o0]
h(x)=x < h(x)-x=0
On pose h(x)-x=g(x)

g est dérivable sur [-1,+x[ etona: g'(x) =h'(x)-1<0, V x>-1(g,(-) = h,(-1)-1=-1)

X -1 +00
g'(x) -1 -
1

o(x) \

g est continue et strictement décroissante sur [—1,+oo[ donc g réalise une bijection de [—1, +oo[ sur
o1

—00

0 € |—0,1] donc il existe un réel unique a. € [—1,+oo] tel que g(a) = 0 <= h(a) = o

Montrons que 1< a <

wl ol

g =h®)-1= f 1(2)-1> 0 (D’aprés|. 2- 0))

g(gj = h(g}—gﬁ 0 car VXe[—l,+oo[0S h(x) Sg

ol

Ona g(gj <g(a)<g@@)et g est strictement décroissante sur |-,1] = 1<a <=

w
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Voy =h(v,)VneN

a) Montrons par récurrenceque: Vne N 1<y, <

wlo

e Pourn=0, 1<y, =

wl s
IA
wl o

n+1 -

e Pour n> 0, supposonsque 1< v, <g et montronsque 1<v_, <— >
Eneffet: 1<v < g et h est srictement croissante sur [—L +oo[
= 1<h@®<h(v,)< h(gj <>

3

= 1<v <§

n+l —
3

Ainsi VneN 1<v, §§

w

b) Montrons que : VXE}L%[ ona: |h'(x)|s§.

, 3Wx+1 74
|h(x)|:—3 <—
2(1+(x+1) ) 5

1< x<g:>2< x+1<§:>\/§<\/x+1<\/§:>3«/§<3\/x+1<\/ﬂ:>3\/§<3\/x+1<2\/5

2< x+1<§:>8<(x+1)3 <5—12:>9<1+(x+1)3 <@:>18< 2(1+(x+1)3)<@
3 27 27 27

27 1 1

~ 1078 " :
2(1+(x+1) ) 18

L BVx+1 2[ s 0] < £<ﬂ
2(1+(x+1) ) 5

Q) VneN |vm_a|s§|vn E

h est continue sur [Lg} : h est dérivable sur }Lg[ et |h'(x)|s§, VX e }Lg[
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vne IN,v, e[l,g} o e[l,g}

= |h(v,)—h(a) s§|vn —al,vnelN.

Montrons que limv, =a ?

n
On montre par récurrenceque vV n e IN, |v, —a| < (gj Vo — @

lim (g} Vo —a| = Ocar ge 1= limy, =«

n—+o0
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