e Suites réelles 2

Maths

Septembr e 2009
A.LAATAOUI

Exercicen®l : ©
u,=0
U, =+/4+3u ,pourtoutn e N
1. &) Montrer que pour tout ndeIN, O<u, <4.
b) Montrer que (u, ) est strictement croissante
c) En déduire que (u, ) converge et déterminer sa limite.

On considére la suite (u, ) définie par : {

. 1
2. a) Montrer que pour tout entier naturel n,ona: 4-u_, < E(4— u,).

b) Retrouver le résultat de 1. c).
Exercicen®2:

u,=0
On consideére lasuite (u_) définiesur N par :
() P {uml:«/ﬁ—un , pour tout n de IN

On note f la fonction définie sur |—,6] par f (x)=v6-x.
Sa courbe est représentée ci — dessous dans un repere orthonorme

1) Placer les quatre premiers termes de la suite (u, ) sur I'axe des abscisses.
2) Répondre par «Vrai ou Faux » aux questions suivantes, en utilisant le graphique :
a) (u,)estmonotone ;b) U, Uy, 5C) Uy SUy, s ) Uy SUp g s
vers 2.

e) (u,) converge

JFaux

[ Vrai

JFaux

[ Vrai

JFaux

[ Vrai

JFaux

[ Vrai

JFaux

[ Vrai
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3) On se propose dans cette question de démontrer la convergence de la suite (un ) .

a Montrer que pour tout ndelIN, ona: |u,,,—2| s%|un -2.

b) Montrer par récurrence que pour tout nde IN, ona: |u, —2| < 2x (%] .

c) En déduire que (u, ) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice n°3: ©

u, =1
On considére la suite U définiesur N par : u01:1+ 1
" 1+u
1. Montrer que pour tout nde N, u, >1 et u, 2.
V2 1-42

2. Montrer que pour tout nde N,

J2-1

3. On pose sz.

u, —\/5 1+u,

—\/§| < k|un —ﬁ|. En déduire que la suite U converge vers +/2 .

-2
4. Montrer que pour tout n de N, 0<M<1.
u -2

En déduire que lasuite (u,, ) est croissante et que la suite (u,,,, ) est décroissante.
5. Application  calculer les premiers termes de la suite U et éablir les encadrements suivants de /2 :

1<— <—<\/_ 99 £<§
5 70 12 2

Exercicen®4 :

1. Soit (u, ) lasuite réelle définie par u, e}o,g[et pour tout nde N°, u,, =u, (1-u,).
1
a) Montrer que pour tout nde N*, O<u, <E'

1
b) Montrer que pour tout nde N*, u, <—1.
n+

(on pourra utiliser I%varlatlonsdelafonctlonfdeflnlesur[ }parf(x) X(1-x)).

c) Trouver limu, .

N—>+o0

2. Soit (v, )lasuite définie par v, =nu, pour tout nde N".
Montrer que la suite (V, ) est croissante et qu’elle est convergente.
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Exercicen®5:
2n+1
Soit (U) la suite définie sur IN* par U, = % +—0 4 +——3 - % 1

n2+1 n?+2n+1 &n?+k’

1°/a- Montrer que pour tout ne IN* : 2n <Un< 2n+2
n+1 n

b- En déduire que (U) est convergente et calculer salimite.
2°/a- Montrer que pour tout ne IN* : 2%1 <J/n-\n-1.

Adui *.1,1 .1 1
b- Déduire que pour tout ne IN* : 1+L + Ly . + nSQ\/E'

2 3
3/ Soit S, =U+Ur +....... + Up.

*on—2(Ll 1 1 1,1 1
a Montrer que pour tout ne IN* : 2n 2(2+3+ ....... + n+1)£Sn£ 2n + 2(1+2+3+ ...... +n)

o . .S
b- En déduire que pour tout ne IN* : 2n- 4,/n+1<S,<2n + 4,/n ; puiscalculer lim —".

N—-+o0 n

Exercicen®6:

On considére la suite (U,,) définie sur IN par : Ug = % et pour tout ne IN* : U, = (1—2Lrl WU, .
1°/Montrer que pour tout ne IN : U, > 0.
2°/Soit (Vy,) définiesur IN par : Vo= \/n+1U,.

a Exprimer :V2,.1- V3, enfonction den et de U3,

b- Déduire que (V) est décroissante et que pour tout ne IN : U, < 1

n+1

3°/ Soit (Wy,) ladéfinie sur IN par : Wy = \/n U,
a Montrer que (W) est croissante.
b- Déduire que pour tout ne IN” : Uy, >

1
4/n’
4°/ Montrer que (U,) est convergente et calculer sa limite.
5°/a Calculer U, en fonction de n.
b-En déduire Lim —22)!

N+ 22n+1(n!)2 )
Exercice n®°7:

Le but de cet exercice est I'étude de lasuite (S,) définie, pourn>2, par : S, :Zsin(k%].
k=0

iz n-1
1.Onposepour n>2 : z=e". Calculer lasomme)_ Z*.
k=0

2. Montrer que, pour n>2 : 2 =1+1i

-z T\

t -
o 3

_ 1
—-

t —

o)

4. Etudier lalimite de lasuite (u,) définie, pourn> 2, par : u, :%.

3. Endéduireque, pour n>2 : S =
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Exercicen®8: @

1
an+1:§(2an+bn)
On définit les suites (a,) et (b,) par a,=1, by=7 &t

b, =§(an +2b,)

Soit D ladroite munie d’'un repére(o,f) . Pour tout ne N, on considére les points A, et B d'abscisses

respectives a et b, .

1. Placer lespoints A, B,, A, B, A &t B,.

2. Soit (u,) lasuite définie par u, =b, —a, pour tout ne N . Démontrer que (u,) est une suite géometrique
dont on précisera laraison et le premier terme. Exprimer u_en fonction de n.

3. Comparer a, €t b, . Etudier le sens de variation des suites (a, ) et (b,).

4. Démontrer que les suites (a,) et (b, ) sont adjacentes.

5. Soit (v,) lasuite définie par v, = a, +b, pour tout ne N . Démontrer que (v, ) est une suite constante.

6. Justifier que les suites (a,) et (b,)sont convergentes et calculer leur limite.

Exercice n®9:

On définit deux suites uet v sur N par :

u,=1 v, =3
u :% o Vi _un+vn
n+l n+l

u, +Vv, 2

1. Calculer lesvaleurs exactesde u,, Vv, , U, €t v,.
2. @) Vérifier que, pour tout entier naturel n,
(Vn —U, )2
b) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,
O<u, <v, .
3. @) Montrer que, pour tout entier naturd n,

1
Vn+1 - un+1 S E(Vn - un)

b) En déduire que, pour tout entier naturel n,

vV —u < =

4. Démontrer que les suites U e v sont adjacentes. Que peut — on déduire ?
5. On pose pour tout entier naturel N @ a, =uVv, .

a) Prouver quelastite (a,) = est constante.

b) En calculant de deux fagons différentes lalimite de a lorsque ntend vers +oo , déterminer lalimite
commune ¢ dessuites Uet V.
6. En utilisant u, & v, , donner un encadrement de /¢ par deux décimaux, d amplitude 0.04.
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Exercicen®10: (Contrdle 2009) ©

2u, +V,

l'IO = O v Una = 3
On considére les suites (u, ) et (v,) définies sur IN par 3U + v
VO :1 ; Vn+1 = . 5 .

1. Montrer que pour tout entier naturel nonnul n, u, <v, .
2. Montrer que lasuite (u, ) est croissante et que lasuite (v, ) est décroissante.
3. Montrer que les suites (un) et (vn) sont convergentes et qu’ elles admettent la méme limite.
4. Soit lasuite (w, ) définie sur IN par w, =9u, +5v,
a) Montrer que (W, ) est une suite constante.

b) En déduire lalimite commune des suites (u, ) et (v, ).

Exercicen®11:

On pose, pour tout entier n supérieur ou égal a1 : un=1+%+—+...+— et v.=u +

1. Vérifier que: u, =2 et v, =3, puiscalculer u,,u,,V, et v;.

2. Montrer que (u, ) est une suite strictement croissante.

3. &) Démontrer que pour tout entier n>1,ona: v, -V, = 1 .
nx N+ x(n+1!

b) En déduire que (v, ) est une suite strictement décroissante.

4. a) Démontrer que pour tout entier n>2,ona: n'>n.

b) Calculer : lim n!, puis lim :
n— +o n->+o NxN!

¢) En déduire que les suites (u,, ) et (v,) sont adjacentes.

Exercicen®12:

On considére la suite (u, ) définie pour tout entier n > 1, par : u, =i2 , € on pose :
n

. 1 1 1
S, =k2=1 U =u+U,+..+U, :1_2+?+'"+F

Le but de cet exercice est I é&ude de la convergence de la suite (S, ) de deux facons différentes

Partie préliminaire

1. Calculer S,S & S,.
2. Démontrer que lasuite (S,) est une suite croissante.
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Partie 1 : Convergence de (S,) —Méthode 1

2 n
,etonpose: T, =) V
nn+y ' o O PO 2\

1. a Démontrer par récurrence que pour tout entier n>1,ona: T = P

n+1

On considere la suite (v, ), définie pour tout entier n> 1 par : v, =

b) En déduire que la suite (T,) est une suite majorée.
2. Démontrer que pour tout entier n>1,0na: u, <v,.
3. Démontrer que lasuite (S,) converge vers un nombre réel 1.

Partie 2 : Convergence de (S,) —Méthode 2 et valeur approchée de |

On considére la suite (w, ), définie pour tout entier n> 1 par : w, =S, ey
n
1. Démontrer que les deux suites (S,) et (w,) sont adjacentes.

2. Endéduire que la suite (S,) converge vers un nombre réel |.
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Suites réelles 2

4°™ année e Septembr e 2009
Maths Corrigé A.LAATAOUI
Exercicen®l:

u,=0
U, =+/4+3u ,pourtoutn e N

[llustration graphique de la suite:

........................

L

e L D P S b,

Conjecture : La suite (u,) est croissante, majorée par 4 et elle converge vers 4.
Réponses :

1. &) Montrons par récurrence que pour tout ndeIN, 0<u, <4.
e Pourn=0,0<u,=0<4

e Pour nx0, supposonsque 0<u, <4 et montronsque 0<u,_,, <4

n+1

En effet :
O<u,<4=0<3u, <12:>4£4+3un<16:>\/Z£«/4+3un <16 =0<2< u,, <4
AinsiVnelN, O<u, <4.

2 2 2 2 2
b) u7,—ui=4+3u, —-u; =(1+u,)(4-u,)>0 = u2, >u: =u,, >u, (u,>0)
—
>0 car u,>0 >0 caru,<4
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= (u, )est strictement croissante

©) (u,)est croissante et majorée par 4 donc (u, ) est convergente. Soit ¢ lalimite de (u, )

(u,) converge vers ¢ €[0,4]

f est continue sur [—g,+oo[ doncen/

Uy, = f (U,)=+/4+3u,, avecf (x) =v4+3x x{—%,wo[: f(0)=r

_ 2 _ _ — —
= J4+3( =1, avec ( €[0,4] = *~3(~4=0 (=—1 ou (=4=> (=4

aregeter

2. Autre procédé de convergence :

12-3u,  3(4-u,)

8 4-u,,=4-4+3u, = =
) At 4+.J4+3u,  4+/4+3u,

Oru,20=,4+3u, 22=4+.,/4+3u, 26= !

3(4-u,) .3

S(4-u)=3(4-u,)

= 4-y =—— N <
4+./4+3, 6

n+l

b)
1

4-u, 35(4—uk), pour tout k de IN

Pour k =0, 0<4-u, s%(4—u0)

Pour k = 1, 0<4-—u, s%(4—ul)

Pour k = 2, 0<4-u, s%(4—u2)

Pourk=n-1,0<4-u, S%(4—Un1)

4+ ./4+3u,

Onfait le produit terme aterme et on simplifie on aura0<4-u, < 6] (4-uy)= 4><6]

1Y’ :
0<4-u, <4x (5] = (u,) convergeet limu, =4

—
N0
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Exercicen®3:

u,=1
1

u. =1+
e 1+u,

[llustration graphique de la suite:

Conjecture :
o Lasuite (u,, ) est croissante et majorée par /2

o Lasuite (U, )est décroissante e minorée par /2
o Lasuite (u,) converge vers +/2

Réponses :
1. Montrons par récurrence que pour tout ndeIN,ona: u >1et u = \/E

e Pourn=0,u=1>1etu =1=+2.

e Pourn> 0, supposonsque u, >1 et u_=+/2et montronsque u_, >1 et u_ #~/2.

n+l —

En effet :
u,21=1+u,>0= >0=1+ >21=u,,>1
1+u, 1+u,
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! #* ! = 1 ¢\/§—1:>1+
1+u, 1++/2 1+u, 1+u,

AinsiVnelIN, u >1etu #~/2.

l'anrl_\/E _1_\/57
u-+v2 1+u

un¢\/§:>1+un £1+2=>

#V2=u,, #2

2.

(Un+1 ) 1+u,) 2](1+un):
(1 2) (1+u,)+1=(1- f)(1+u) (1-v2)(1+42) = (1-V2)(u, - 2)

1 1 ﬁ—1<ﬁ—1:ﬁ—1gk

<—= <
1+u, 2 1+u 2 1+u

R

Orl+u,22=

=|u

Up+1—\/E|Sk|up—\/§|, VpelN
w2 <kfu, -7
uz—x/E|sk|ul—\/§|

Pour p =0,

Pour p=1,

Pourp=n-1, |un —ﬁ|s k|un —ﬁ|

On fait le produit terme aterme et on simplifie, on obtient :
|un—x/§|§k” uo—\/§|£k”
%/_J
V2-1
lim k" =0 car k e ]-1,1 = (u, ) converge vers /2

N—+w0

un+2 _\/5 _ 1_\/5
Uoo _\/E 1+ U,
l'ln+1 _\/E _ 1_\/5
u, 2 1+ u,
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On fait le produit terme aterme et on simplifie, on obtient :

(V2]

- 2

un+2 _\/E >0 (1_\/5) 3_2\/5

0< = < = <1
u, - \/E (1+ un+1)(1+ Un ) ca’l+un22:t L+up,, 22 4 4

>0

e Montrons par récurrence que pour tout n de IN, U, <+/2

Pour n=0, U, =1<+/2
Pour n > 0, SUPPOSONS que U, <+/2 e montrons que u,, ., <+/2

En effet : M
u2n - \/E

Ainsi ¥ n e IN, u,, <~/2
 Montrons que lasuite (u,, ) est croissante::

>0etu,, —2<0= u2n+2—ﬁ<0:> Uy, s <2

-2
M<1au2n_\/§<Oz>u2n+2_\/§>u2n_\/§:>u2n+2>u2n
uZn_\/E
On montre de méme que u,,,, > V2 et quelasuite (u,,,, ) est décroissante.
S. uozlu1:1+l:§,u2:1+3izz,u3:1+7i:£,u4:1+%:ﬂ,u5:1+%:§
2 2 3,, 5 7., 12 17,, 29 a0
2 5 12 29
. 7 41 17
Pwsque:u0<u2<u4<\/§<u5<u3<ul:>1<—<—<\/§<3—2<E<§

Exercicen®8:

1
an+1:§(2an+bn)
(a,) €t (b,) sont deux suites définiespar a, =1, b, =7 et

bn+1 zé(an + 2bn)

1
&
0 ; f A 1 A 2 B q B 1 B i}
—t o f e H———————§ f e f
0 1 2 3 4 5 6 T 8
La suite I:an) La suite (hnj
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® l'ln+1 = bn+1_an+1 = %(a'n +2bn)_%(2ah +bn):%(bn _ah):%un

= (u,) est une suite géométrique de raison % et de premier terme u, =h,—a, =6.

. un:uoxq”:ﬁx(%] , pour tout n de IN.

3. un:bn—ahzﬁx(%] >0=Db,>a,,VnelN.

a..—a :E(Zah +b,)-a, l{—ah +bn}>0 = (a,) est croissante.
3 N>

b.-b :%(ah +20,)-h, %[ }< 0 = (b,) est décroissante

a, _bn
<0

4. lim(b,—-a,)=limu, =0, car (u,) est une suite géométrique de raison % e]-1 1.
(a,) est croissante

(b,) est décroissante _ _
= (a,) et (b,)sont deux suites adjacentes.

a, <h,
limb —a, =0
5. v.=a +b

v, =a, +bh = %(Zah +bn)+%(ah +2b)=a,+b, =v, = (v,) est une suite constante.

V,=a,+b,=8 = v, ,=a,+b,=8,vnelN.
6. (a,) et (b,)sont deux suites adjacentes = (a,) et (b,) sont convergentes et elles convergent vers
la méme limite.

Soit ¢ leur limitecommune= lima, +b,=2/=8=(=4.

N—+w0

Exercicen®10:

2u, +V,
l'IO = O v Una = 3

3u, +2v,
VO :1 v Vg T 5

1. Montrons par récurrence que pour tout nde IN, u, <v_:
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e Pourn=0,u,=0<y,=1

e Pour n> 0, supposons que u, <v, e montronsque u,, <V.

n+1

En effet :
>0
3u,+2v, 2u,+Vv, 9u,+6v,—-10u,-5v, Vv, —u,
Vi — Uy = - = = >0
5 3 15 15
= l'ln+1 < Vn+l'
AinsiVnelN, u, <v,.
. Monotonie de lasuite (u,,) :
2u. +V, vV, —Uu . .
u.,—u :%—un =1 3 " >0 = Lasuite (u, )est croissante.
Monotonie de la suite (v, ) :
3u +2v 3(u, -V, . L
Vo, -V, = % —V, = % < 0= Lasuite (v, )est décroissante.
. Onpose t, =V, —u,, dans laréponse de la question 1, on a montré que
1 1 . L . 1
try = Vo — Uy = —(V, —U, ) =—t, = lasuite (t,)est géométrique deraison — e |-11] =
15 15 15
limv, —u, =
(u,) est croissante
o (v,) est décroissante _ _ _
Ainsiona: U <y = lessuites (u,) et (v, )sont adjacentes et par suite elles
limv,-u, =0

N—+0

sont convergentes et elles convergent vers laméme limite.
w, =9u, +5v,.

2 2v 1
w.,=9u.,+5v,, :9[ t +V”]+5[3u” - ”]: B, + NV, +3U, + 2V,
3 i) 3

8
_ 27u, +15v,

=9u, +5v, = w,
3

= (W, ) est une suite constanteet ona: vV n e IN, w, =9u, +5v, =w, =9u, +5v, =5
b) Soit ¢ lalimite communede (u,) et (v,)

n

nN—>+o0 n—>+o0 —— -
l l

Ona: limw, = lim [gun +5vn}:5:>14€:5:>€:1—54
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