[Série d'exercices **% 4% Maths I Lycée Secondaire Ali Zouaoui J

LES N. COMPLEXES " Hajeb Laayoun "

I/ L’ensemble des nombres complexes :

Définition : On appelle ensemble des nombres complexes , et on note C , I’ensemble des
nombres Z =a+ ibavec(a,b)eR? et i un nombre vérifiant i * =-1.

« a est appelé partie réelle de Z , notée Re(Z).

«b est appelé partie imaginaire de Z , noté Im(Z).
*pourtout Z €C : Zestréel = Im(Z)=0; Z est imaginaire pur = Re

Opération : les propriétés des opération dans C sont les méme que celle d R avec
P2
1= =-1.

Théoréme : Tout nombre complexe non nul Z =a+ib ; (a,b) eR? ad
( c'est-a-dire un nombre complexe Z' vérifiant : ZZ'=1) ona: Z'=

, .1
Z' est notée —.
Z

Remarque : En pratique , pour le calcul de 'inverse et du quotient , on ne tient pas
la formule , mais on fait intervenir « a propos» l’égalité : (atib)(a-ib)=a+b" .

I/ Conjugué d’un nombre complexe :
Définition : soit Z =a+ib ; (a,b)€ R* un nombre complexe , on appelle conjugué de Z

le nombre complexe Z=a-ib=Re )—i Im(
Z .
irepur « Z=-272.

est réel <
g1

G Zet Z' , et tout entier naturel n on a :

+2' -z2=-2 L& 7 7' ZE= 2

Remarque N 'pour tout Z €C :

°pourtZ€C: st 1

Theéoreme : Pour tows nombres complex
1
Z +

I

,[z z
'zl 1z
br

1+ i B $(a,b) € R? un nombre complexe ; on appelle module de Z

o =[R2 +[m( 2T =\ Z2.

Propriétés des modules :

1
Z
T/ Module d’un
Définition': Soit

Mz'er).

wplexe :

le réel posttif : | Z

Théoréme : Pour tods nombres complexes Z et Z' on a :

«|Z|=0&2Zz=0

«|Z +2'|<| Z|+| Z'| ( Inégalité triangulaire ) .
V4 Z .

-|z.2'|=|z|.| Z| et‘?:‘|z,|‘ (z'eC).

z" |=|z]";(neN).
ANZ|=|M.|Z|: (reR).
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IV / Argument d’un nombre complexe non nul :
Définition : Soit Z € C' et M l'image de Z dans le plan complexe rapporté a un repére

orthonormé direct (O,l],\?) ; on appelle argument de Z et on note Arg ( Z)toute mesure de
Iangle (l] ,CW).
Remarques : * St 0 est un argument de Z , tout autre argument de Z est de la forme :
0+ 2km; k €Z, ce que 'on traduit par Uécriture Arg(Z)=6[2n].
Z2=2' 1z|= ‘z"
* " N ,
(z.,z")eC Arg(Z)= Arg(Z')[2n]

Pappartenance a un méme cercle de centre O et celle des arguments ’app

car I’égalité des modules définit

wance @ une
méme demi-droite d’origine O .
Argument d’une différence :

Théoreme : Soit Z, et Z, deux nombres complexes distincts , d’image
B alors : Arg( Z, - ZA)E( aﬁ)[Ziﬂ
Forme trigonométrique :

Théoréme : Soit Z cC*
* Z s’écrit Z =r( cos@ +i siné) avec =|Z] et HEArg(Z)[ZT].

Arguments et opérations :
Théoréme : Pour tous nombres complexes no
Arg(z.2')= Arg( z)+ Arg( Z)[2n].

Arg

V / Notation expo
La notation €'’

Définition : P t0eR =cosf+isng.
Propriétés : ( , 0
e’. d’ =¢ —e )n_é“‘g; ne N

Formules de Moivre et d’Euler :

Théoreme : * Formule de Moivre : Pour tout € R et pour tout n€N on a :

+1'sind)" =cos(nd) +i sin(nd) et (cosé-i sind)" =cos(nd) —i sin(nb) .
i9+ -i 6 ig_e—ig
2i

* Formule d’FEuler : Pourtout 0cR ona: COSHZe— et SN@=

VI/ Racines n*™es d’un nombre complexe :
* Soit neN"\{1} et u € C, on appelle racine n**"*de u toute solution dans C de ’équation :

Z"=u.

» Si u=0 alors 'équation Z" =0 admet U'unique solution 0 .
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> Si u=re'?; r>0 alors équaiion Z" =0 admet n solutions c'esi-a-dire u admet
(@+2km

exactement nracines n*m de la forme : Z, =Wel( " ) avec K D{O;l; 2, (mm 1)} .

* Dans le plan complexe les images des racines carrées d’un nombre complexe non nul sont

symétriques par rapport a O ( origine du repére ) .
* Pour n € N"\{1; 2} les images dans le plan complexes de nracines ni#ms deu=re'’ ; r>0

sont les sommets d’un polygone régulier de n cotés inscrit dans le cercle de centre O et de rayon
Jr .
VIl / Equations du second degré dans C :

Soit I’équation az®+bz+ c=0 ouacC et (b;c)eC?; les solutions
-b-o . —b+0

et 7''=
2a 2a

tte équation

avec O est une racine carrée d bre complexe

dans C sont: z' =

A=b?-4ac.
VIII/ Linéarisation :
11 s’agit de transformer un produit de type : cos"x , sin"x ou cos'

de termes de type : acos(ax) ou bsin(Sx).

IX/ Nombres complexes et géométrie :

* Colinéarité et orthogonalité :

Théoréme : Soit U et vV deux vecteurs non nuls du plan 77, d’affixes respectives Z et Z',

on a:

- - .o Z
> U et V sont colinéaires < >

> U et v sont orthogonaux <

* Cocyclicite :

Théoreme : Soufa;b;cet d quatre res complexes distincts d’images respectives

ofycliques ou alignés « | 2=C - a-d
yel g 5 ¢ b d

eR.

Théoréme
Transformation Ecriture complexe
Au point M (Z), la transformation associe le point M '(Z )
Translation deWeur u Z' =27 + b; b affixe de u
Homothétie de centre Q et de rapport k Z' =k(Z -w); w:affixedeQ; keR
Rotation de centre Q et d’angle 6 Z = ¢ ( Z-w); w:affixede Q ; 0eR

Point méthode :
* Somme et différence de deux termes : Pour transformer une telle expression , on peut essayer

de faire apparaitre un cosinus ou un sinus (eiX +e™ ou & - ¢ ) pour une factorisation

appropriée.
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Exemples : « e* +1=g?2

P X X i X X
e24+ e ?|= e?.2cos

) [1+5

= e'7]x () — &)= @& (~2sin(2)).

* Module et argument : Une expression du type 1€'’ ne doit pas nous abuser ; il est

i 5X

—€

ix

.e

indispensable de connaitre le signe de r pour conclure :
Si r>0: |Z|=r et Arg(Z)=6[27]

Z:re“’<:
Si r<0: |Z|=-r et Arg(Z)= 6+ nl2n]

* Expression de cos(nx) et sin(nx) en fonction de cosx et sinx

Le calcul débute par : COS(nX) = Re(e"’x) = Re(( & )n) = Re((cosx +is

Le scénario se poursuit par le développement de (cosx +i sinx)" ;
résuliat est sin(nx)

* Transformation de acosx + bsinx;(a, heR? :

a
que : COSO=——= et

&2)|
VZ,€C,3Z,€Cl|Z,+ Z,|=| Z|+| Z)
r IxZeR,
* Soient :a=2+2iJ3, b=2-2i/3, c=-1+i+/3 et soient A,B,C les points d’affixes

respectives a,b,c

. -
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ABC est rectangle en C car AB* = AC* + BC
2ik
* Soit la suite de complexes (Zk ) ouZ, =€ N oukest un entier quelcon

nul et n est un entier positif fixé supérieur a 2. Enfin M est I'image de
n
T Ok>0(g) =1
r Ok>0z =1

B zy+z+z+..+ 7=
r Okn-12k=0=>z=7,

MM, :2gn(’_nTj
EXERCICE N°2:
a+ib a-ib . )
Soient 2, = — et Z,= — avec (a,b) x R /
a-—i a+ib

EXERCICE N°3:

=]z
Sotent Z, et Z,deux bres comp et
1+z,2,#0
Montrer que eR
EXERCI
Soient Z, et bres complexes.
o |z,/=1
Montrer que |z, — 1- 2 22‘ o et
EARE
EXERCICE N°5:
Soit (Oz,ﬁ) € R?, Montrer que :
(a+p
. . a— [ il
1°) ' +e'? =2cos( Z’Bje[ 2 )
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i[a+h
2°) e‘”—e‘ﬂ=2isin(a;’8je[ )

EXERCICE N°6:

Soit Z =—2+~/2 +i \/2-+/2

1°) Exprimer Z* sous forme algébrique.
2°) Exprimer Z? sous forme exponentielle.
3°) En déduire Z sous forme exponentuielle.

EXERCICE N°7:
Le plan P est rapporté a un repére orthonormé direct (O , u ,\7) ,ond

A(l)etB(%—l7

. T . ' . .
rotation de centre O et d'angle 3’ puis par M (Z ) l'image de r la- translation

—

de vecteur —U .

On note par T la transformation qui a chaque poinit M gassocie le point M '.
T

1°) a- Montrer que Z' = e3 z-1
b- Déterminer T (B)

c- Montrer que T admet un

EXERCICE N°8:

L2
On considére le nombre complexe a=¢€ ° .On note | ,A,B,C et D les point du plan complexe

d'affixes respectives 1,8, a’, aet at.

1°) Vérifier que a° =1

2°) Montrer que |IA =AB = BC=CD= DI.

3°) Vérifier que pourtout Z€C,ona: z° —l=(Z—1)(l+ 2+ 7+ 72+ 2)
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4°) En déduire que 1+a+a*+a +d =0

5°) Montrer que 8*=a et que a* = a

6°) En déduire que (a+5)2 +a+a-1=0

7°) Résoudre dans R l'équation 4X* +2x —1=0

- 2
8°) Calculer a+ a et en déduire la valeur exacte de COS(?]TJ .

9°) Placer les points | ,A,B,C et D dans le plan complexe ( unité 4cm )

EXERCICE N°9:

On constdére un cercle de centre O et trois points A,B et C de ce cercle. On désigne par

A',B ‘et C'les images respectives des points A,B et C par la rotation de
T
d'angle —.
73
Soient D =A'0B, E=B'TCet F =C'UA, montrer que ces points

triangle équilatéral.

EXERCICE N°10:
Linéariser OS> (5X )Sl n (3X )

EXERCICE N°11:
Soit (E):(cos’8) z* - 2(cosd )

1°) Résoudre dans C

On notera Z, la solut

b- Pour quelle(s)valeur(s) de@ a-t-on S =0?

EXERCICE N°12%
Soit P(z)=2"-3 f+g Z-3 z1
1°) Calculer P(1+1).

2°) Comparer P(z) et P(2) .

3°) Montrer que si @ est une racine de P , alors @ est une racine de P .
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4°) Montrer que st O est une racine de P, alors — est une racine de P .
a

5°) Déterminer toutes les racines de P .

EXERCICE N°13:
Soit l'équation (E)Zzz—a Z—|—<1+ i)oz—2i =0 : «acC

1°) Montrer qu'il existe une et une seule valeur de @ pour la qu'elle l'équation (E ) admet

deux solutions complexes conjuguées.
2°) Résoudre l'équation (E ) en utilisant la valeur de @ trouvée.

EXERCICE N°14:
zeC

1°) a- a € R ; Résoudre I’équation :
/ 1 (7.2) {22—2 zcosa +1=0

b-En déduire la forme trigonométrique des solutions de I’équation :

z*" —227"cosa+1=0
2°) Pour tout n e N", pour tout a € R et pour tout z € C, on pose :

zcC .
(aa’n>: avec n un entier naturel non nul don

On admet que pour tous z ,a et non a :

P (Z):( z —22cos£+1j><~-~>{z2 —chos(z

a n

n-1
et on note P,(z)= ﬂ[zz —ZZCOS( a2k,

: 2 H, (a)= gn(gj

n-1
,onpose: H_(a)= sin g X7
}oon pose s H, (@)= [Jsn[ 2

n

2 3 (n-1)m

J

T . .
: sSin—=xsin=—xsin— x---xsin
n n n

2n—l
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