LYCEE SAID BOU BAKKER MOKNINE
PROF: HANNACHI SALAH
« 4™ Sc. Techniques »

SERIE D’EXERCICES N°20

Calcul d'intégrales — Les suites réelles

EXERCICE 1:

Ug =

N[ =

Soit la suite (u,) définie sur IN par : 2u,

I/ 1) Montrer que pour tout n€IN,ona: 0 <u, <1.

un(1—u
2) Montrer que u,;q —Up, = M
+un

3) En déduire que la suite (u,) est convergente et calculer sa limite L.

. En déduire le sens de variation de la suite (uy).

2
II/ On pose pour tout n€lN, v, = — —2

Un
1
1) Montrer que la suite (v,) est géométrique de raison p
2) Exprimer v, puis u, en fonction de n. Retrouver alors 1i my.

n— o

3) En se servant de la suite (1), calculer en fonction de n la somme : S, = Y}, uik

EXERCICE 2 :

On considére la suite réelle (u,) définie sur IN par u, = % et upy =——

1) a) Montrer que pour tout n€IN on a : % <u,<l1
b) Etudier la monotonie de la suite (u,). En déduire que la suite (u,) est convergente.
2) a) Montrer que pour tout n€EINon a: 0 <1 —-u 41 < %(1 - Uy)

b) A l'aide de raisonnement par récurrence, déduire que pour tout n€lN, on a :
n
0<1-u,<:(3)
2\s
c) Déterminer alors 1i mu,
n— o

EXERCICE 3 :

Soit la suite (u,) définie sur IN* par : u, = =+ % +

1) Montrer que suite (u,) est croissante
n

2) Montrer que pour toutn €IN*ona: u, = . En déduire l_+1 mu,
n o0

5

EXERCICE 4 :

U, :_2
Soit 1 ite réelle défini IN :
01 (un) a Sulte reelie aemnnie sur par {un+1 — \/Tun

1) a) Montrer que pour tout n € IN\{1}, ona: 0 <u, <2
b) Montrer que la suite (u,) est croissante.
c) En déduire que la suite (u,) est convergente puis calculer sa limite L.

2) a) Montrer que pour toutn €EIN, on a : |uy,; —2| < %Iun -2

n-3
b) En déduire que : pour toutn €IN,on a: |u, —2| < (%) .

c) Retrouver alors 1imy,
n—+ o©
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EXERCICE 5:

3

072
Uper =1+ Ju, —1

On consideére la suite réelle (u,) définie sur IN par :

1) a) Montrer que pour toutn €INon a : 1 <u, <2
b) Montrer que la suite (u,) est croissante.
c) En déduire que (u,) est convergente vers une limite que 'on déterminera.
2) Soit la suite réelle (V;,) définie sur IN par : I, =l n (y, —1)
a) Montrer que (,,) est une suite géométrique de raison % .Préciser son premier terme.

b) Exprimer u, a l’aide de n. Puis calculer l—i mu,,
n 00

EXERCICE 6 :

On donne le tableau de variation de la fonction

X -3 400

f: x— In(x+3). F(x) +

1) Montrer que I’équation f(x)=x admet une solution
unique a dans]1,2[. (Sachant que : In4=1,4 et f /
In5=1,6) —00

u, =1

Upyq =f(uy)

2) Soit la suite réelle (u,) définie sur IN par : {

a) Montrer que pour tout entier naturel n,ona:1<u, < 2.

b) Montrer que la suite (u,) est croissante. (on pourra se servir du principe de
récurrence et du sens de variation de f)

c) En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

3) a) Montrer que pour tout x € [1,2], on a : |f'(x) < i
b) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que pour toutn €I N

1
ona: |uy—al Szlun —a

c) En déduire que pour toutn €I Non a: |u, —a| < (%)". Retrouver alors Ll mu,,
n oo
EXERCICE 7 : (QCM)
Cocher l'unique réponse exacte :
1) Soit la suite (w,) définie sur [ Npar: u, = (" sin (n) alors :
a) nl—l My, = -1 b) nl—l My, = 0 c)nl_+1 My 0 existe pas
- . o 1+(§)n—1
2) Soit la suite (w,) définie sur IN par : u, = T alors :
7
. . 1 .
a)nl—iro{alun_o b)nl—iro{alun_z c)nl_irgjlun—+00
3) La suite (],) définie sur IN par : I,, = fon\/Eexdx est une suite :
a) croissante b) décroissante c) stationnaire
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EXERCICE 8:

L. . e* 1
. o +
1) Vérifier que pour tout réel non nul x, on a : o 1 ]
v _ In3 et
2) a) Calculer l'intégrale I= fan ﬂdt

b) Calculer alors, lintégrale J= fll:;ﬁdt
3) Soit lintégrale K= [™> 2= gt
) Soit I'intégrale _flnzﬂ :

Calculer l'intégrale K—1. En déduire la valeur de K.

EXERCICE 9:

1) Calculer (au moyen d’intégration par parties) chacune des intégrales suivantes :
fol(x—l) dx flzx. Inxdx ; flzx(lnx)zdx

2) a) Calculer I= ff Inx dx. En déduire la valeur de l'intégrale J= | f( InxYdx

b) Calculer K= ffllnxl dx (utiliser la relation de Chasles)

EXERCICE 10:

1) Soit la fonction f : x —

12x+6
(x+2)2

+ -2 pour tout x € IR \ {2}

a) Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que f(x) = (xfz)z —

b) Calculer alors [ 01 f(x).dx

.- . 1t+1 32t-1
2) Calculer chacune des intégrales suivantes : [/ —=dt et [ z—dt

EXERCICE 11:

On considére la fonction f : t —

1 o _ (¢
7= et lintégrale =J, f(t)dt

1) a) Montrer que pour toutt >0,ona: 0 <f(t) S%
b) En déduire que 0 <I <1

2) a) Montrer que f est décroissante sur I R,.

) . 1 1
b) En déduire que mﬁf(t) < = Vte[le].

c) Donner alors un encadrement de l'intégrale I.

EXERCICE 12:

Dans le graphique ci-contre on a représenté une partie de la courbe (C) de la fonction

fix — x22-)|:1 et on a tracé la droite D : y =x selon un repére - D
orthonormé (O,1,J). (unité graphique : 2cm) i 1]J

1) Calculer en unité d’aire (u.a) puis en cm?, l'aire A de la
région du plan limitée par (C), les droites d’équations . !
x =—1 etx =1 et la droite d’équation y =1. ] 0 |

2) Calculer en unité d’aire (u.a) puis en cm?, l’aire A'de la o o o
région du plan limitée par la courbe (C), la droite D et les :
droites d’équations x =—1 etx =1. o -1

.........................................
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EXERCICE 13:

f(x)=x.lnx si x>0
f(0) =0

repére orthonormé (O, 1,j), (voir la figure ci-contre).

1) Calculer en unité d’aire, l'aire A de la région du plan limitée par

Soit la fonction f définie sur [0,+o[ par : { et (C) sa courbe selon un

la courbe (C), l'axe (O, 1) et les droites d’équations x = é etx =2
2) a) Montrer a l'aide d’une intégration par parties que :

€ 2 _1+2€3
J; x?Inx dx = —5 .

b) Calculer le volume V (en unité de volume) du solide engendré w 2
par la rotation autour de (O, 7) de la partie du plan limitée
par la courbe (C), I’'axe (O, 1) et les droites d’équations : x =1 et x =e

. =

EXERCICE 14: ‘ .

Dans la figure ci-dessous, on a représenté !
dans un repére orthonormé (O,1,)) la

courbe (C’) de la fonction f’ dérivée de la
fonction f définie sur IR par
flx)=(x—1)2e*.

La courbe (C’) admet une asymptote

d’équation : y =0 au voisinage de (—«) et une branche parabolique au voisinage de (+x)
de direction celle de 'axe (O,)).
I/ Par une lecture graphique :

1) Dresser le tableau de variation de f (les limites et les images doivent étre calculées)

2) Montrer que la courbe (C) de f admet deux points d'inflexion qu'on notera A et B.
f(x)
X

2) Calculer f'(x) pour tout x € IR.
3) Vérifier que : f(x) —f' (x) = (2 —2x).e*. En déduire la position de (C) par rapport a (C’).
4) Tracer la courbe (C) dans le méme repére (O,1,7). (On prend a =—1 — V2 et f =—1 + V2)
5) On note pour tout 1 <0, A(A) laire en (u.a) de la partie du plan limitée par

les courbes (C) et (C’) et les droites d’équations x =41 et x =1.

II/ 1) Montrer que l_: m =400 . En déduire une interprétation géométrique.
X [ee]

a) Montrer a I'aide d’une intégration par partie que : A(1) =(21 —4)e* +2e
b) Calculerll i mA(A).

EXERCICE 15:
On pose [, = flexdx et pour toutnelN, [, = flex(l nx) dx.

1) Calculer I, et I; .
2) Etablir pour tout n€IN la relation: 2.1, = e? —n.1,_; . Calculer alors I, .
3) Montrer que la suite ( I,) est décroissante.

4) a) En remarquant que : x.(1 nx} = x? % , montrer que V X € [1,e], on a :
(o <x(1nx} <e 2 (mg”
X X
2
b) En déduire que : — <I, <= . Déterminer alors 1iml,
n+1 n+1 n— o
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