Fonction logarithme népérien
I/ Définition et propriétés:
Définition
1
Soit la fonction f définie sur ]0,4oo[ par : f(x)=;

On appelle fonction logarithme népérien (notée In) la primitive de f sur ]0,+oo[ qui s’annule en 1.

= Ainsi la fonction In est définie, continue et dérivable sur ]0,+o[ etona:

In(1)=0 |et|In’(x)= i vV x>0

Exercice :

Soit la fonction f: x — x.Inx

1) Vérifier que f est dérivable sur ]0,+oo[ et calculer f ‘(x) pour tout x >0
2) En déduire une primitive F de la fonction In sur ]0,+o0][

Retenons :
|La fonction F: x — x.Inx—x est une primitive de la fonction In sur ]0,+oo[.

Sens de variation et regles de comparaison:
mLa fonction In est strictement croissante sur ]0,+oo].

= Pour tous réelsaetb de ]0,+[ ona:

e Ina=Inb < a=b
e Ina>Inb < a>b
elna>0 < a>1

¢ Ina<0 & 0<a<l1
e lna=0 < a=1

Exercice :
1) Donner le signe de chacun des réels suivants puis les ranger dans 'ordre croissant :

In(0,12) ; In(v2) ; 1n(§) et 1n(¥)

2) a) Résoudre dans IR I'inéquation : In(2x—3)=0
b) Dresser le tableau de signe de I'expression In(2x—3)
3) Résoudre dans IR dans chacun des cas suivants : a) In(x—1)=In(3—x) b) In(x—1) >In(3—x)

I1/Propriété fondamentale et conséquences :

Activitél:

Soit la fonction g: x +— In(ax) ; a>0

1) Montrer que g est dérivable sur ]0,+oo][ et calculer g’'(x) pour tout x>0.
2) Calculer g(1) puis déduire que g(x)=Inx-+Ina pour tout x>0.

3) Transformer en somme : In(14) et In(10)

Propriété fondamentale :
Pour tous réels strictement positifsaetbona: [In(ab)=Ilna+Inb

WW  ad CO17




Généralisons :
 Pour tous réels a, b et c strictement positifs, on a :In(abc)=Ina+In(bc)=Ina+Inb+Inc
e Pour tous réels a4, a,, as, ..., a, strictement positifs on a : In(a,.a,. as....... a,) =21, In(a;)

Activité 2:

Soit x>0 et n€IN

1) Ecrire In(x?) ; In(x®) ; In(x*) en fonction de Inx
2)En déduire une conjecture pour : In(x") ; n€ IN

Activité 3:
Soit x et y deux réels strictement positifs.
1) En remarquant que : i.x =1, montrer que ln(i)z—lnx

X

2) Montrer alors que ln(y)zlnx—lny

3) Montrer que pour tout n€ Zon a: In(x™)=n.Inx

Retenons :
Pour tous réels x et y strictement positifs et pour tout n€ Z on a:

In(3)=—Inx ; 1n(§)=1nx—1ny ; In(x™)=n.Inx

Cas d’'un exposant rationnel :

1 P
Notation : Pour tous p € Z; g€ IN* et x>0, on note : x4 = Vx et xa=vxP=(Vx)?
2 3
Exemple : 83=3/82 = (/8)2=4 ; 81%75 =81:=813 = (V/81)3 = 27

Activité 4:
Soit r= g avecp € Z et g€ IN*. Soit x>0

q 1
J = - 1
1) En écrivant x= x4, montrer que In(x3)= a.lnx

2) En déduire que In(x")=r.Inx

3) Ecrire en fonction de In2 I'expression suivante : A=ln(\/7)+ln(§/Z)+ln(%)+ln(4\E)

Retenons :
Pour tout réel x>0 et pour toutreé Q, on a: In(x")=r.Inx

1
En particulier : pour r= %, ona:In(vx)= In(x2) =%.lnx

Exercice :

Simplifier chacune des expressions suivantes :
a) A=In60+In20—-2.I1n10

b) B=In(a3.b*)—In(a2.b%)

a? b?

¢) C=In (b—3)+ln(;
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II/ Etude de la fonction In :
Activité] :
1) On suppose que la fonction In est majorée sur ]0,+oo].
a) Prouver que lirE Inx=L€IR
X—>+00
b) Calculer lirE In(2x). En déduire que L=L+In2
X—>+00
) Que peut-on conclure ? Déterminer alors lim Inx

X—+00

2) En déduire lim Inx
x—0t

Retenons :

lir+r_1 Inx = 4+ et llm Inx = —0
X—+00 x—0
Activité? :

1) Dresser le tableau de variation de la fonction In.

2) En déduire que I'équation Inx=1 admet une unique solution notée e dans ]1,+oo[
3) Vérifier que 2< e < 3

4) Vérifier que Vr € Qona:In(e")=r

Retenons :

eIn1=0

elne=1 avec 2<e<3 (ex2,71828).e s’appelle la base du logarithme népérien.
eln(e=r ; VreQ

Activité3 :

Soit g la fonction définie sur I=[1,+0o[ par g(x)=2vx — Inx

1) Montrer que g est strictement croissante sur I.

2) a) Calculer g(1). En déduire le signe de g(x) sur I et quon a: Inx < 2v/x

Inx
b) Déterminer alors lim —
X—+o00 X

3) En déduire lim x.Inx
x—07F

Retenons :

1

lim —==0 ; hmxlnX—O
X—+00 X x—0t
Activité4 :

Soit f: x — Inx. On désigne par (C) sa courbe représentative selon un orthonormé (0, 7,)) du plan.
1) Préciser la nature de chacune des branches infinies de (C).

2) Donner une équation de la tangente T a (C) au point A(1,0).

3) Donner une équation de la tangente T’ a (C) au point B(e,1)

4) Tracer la courbe (C) ainsique T et T".

Exercice :

1 3
Calculer: lim, x’Inx ; lim (2x+ DInx ; 11m (x—1Inx) ; lim (x?—1Inx); lim n(¥% ;
x—0 x—0*t —+00 X—+00 X—+00 X

Inx

I Inx ¢l
m — e 1m
x—+00 VX x—1 (x—1)3

Activité :
1) En admettant que lim x" = 400 et llr{)x x"=0VreQ;:

X—4 00

a) Vérifierque: Vre Q; etvVx>0ona: . ln(xr)zlnx

1
b) En déduire lim lrx et lim xrlnx
x—+oo X x—0t elis
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2) Calculer lim x 3Inx ; lirgj/ilnx
X—

X—+4 00

Retenons :

. . ) | .
VreQiona: lim xX*=+40 ; lim x"=0 ; lim lf=0 et limx"Inx=0

X—>+00 x—0 X—+o00 X x—0

111/ Etude d’'une fonction de type x — In[u(x)] :

Activité] :

Soit la fonction f: x — In(x? + 3x — 4)

En remarquant que f est la composée de deux fonctions, montrer que f est dérivable sur |—oo, —4.

Théoreme :

Si u est une fonction dérivable sur une partie D de IR et telle que V x €D, on a : u(x)>0, alors la fonction
!

f définie sur D par f(x)=In(u(x)) est dérivable sur D etona: V x €D, f‘(x)=l:((xx))

Activité? :
Soit u une fonction dérivable et non nulle sur une partie D de IR. soit la fonction f définie sur D par :
f(x)=In|u(x)|. Montrer que f est dérivable sur D et calculer f ‘(x).

Corollaire] :

Si u est une fonction dérivable sur une partie D de IR et telle que V x €D, on a : u(x)+#0, alors la fonction
!

f définie sur D par f(x)=In|u(x)| est dérivable sur D etona: Vv x €D, f‘(x)=i((xx))

Exemple :
f(x)=In|x? — 1|. Déterminer I'ensemble D sur lequel f est dérivable et calculer f'(x).

Corollaire2 :
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I de IR et telle que V x €D, on a : u(x)#0.

!/
Alors les primitives de la fonction x +— t(—(;()) sont les fonctions F définies sur I part F(x)= In|u(x)|+c

Exercice :

Déterminer dans chacun des cas suivants la primitive F de f sur [ qui s’annule en x.
2x+3

a)f:XHm I=IR; X0=1

1
b) f.XHm [=]0,1[ U |1, +oo[ ; x,=€
Activité3 :

Soit la fonction f: x — In(x+1)
1) Déterminer D¢

2) Vérifier que f est dérivable sur Dy et calculer f ‘(x)

3) En déduire lim InG+1)
x—0 X

Retenons :
N LD

X—0 X

@'\’W o £907



Exercice :
In(x2+1)

Calculer: lim

S 1
lim ; Xgrilwx.ln(1+x)

Exercice a la maison :
N10+22page136-139
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