Prof :Khammour.Khalil Série d’exercices : 4°™ Math
Année Scolaire :2013/2014 Géométrie dans P’espace Tunis , Tél :27509639

Exercice n°l :

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0, 1,7, k).

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner une
démonstration de la réponse choisie. Dans le cas d’une proposition fausse, la démonstration
pourra consister a fournir un contre-exemple.

x=t+2
1) Ladroite A de représentation parametrique : { y = —2t t €IR est parallele au/plaw P
z=3t—1
dont une équation cartésienneestP: x +2y +z—3=0
2) Les droites A et A’de représentations paramétriques respectivess

x=2—3t x=7+2a
y=1+t t€IR ; {y =2+ 2a a€IR sontsécantes.
z=-3+2t z=—-6—«

3) On considére lespoints: A(—1;0;2),B(1;4;0met C(3; —4;-2).Le plan (ABC) a
pour équation X +z = 1.
4) On considere lespoints: A(—1;1;3),B(2; I%0),etC (4;—1;5). On peut écrire C

comme barycentre des points A et B.

5) L’espace est rapporté a un repéresorthenormé (O, i, j, k). Soit (P) le plan dont une
équation est : 2x +y — 3z = 0Seit Aylepoint de coordonnées (1, 11, 7). Le point H,
projeté orthogonal dg A sur (P), apour coordonnées (0, 2 1).

Exercice n°2 :

Répondre par vrai ou fauxs

1) Dans I’espdce rapperté a un repére orthonormé (O, i, j, k), on donne le point Q(1 ; -2 ;0)
et le plan P d*¢quation X +y—-3z+4 =0.
a) .Une représentation paramétrique de la droite D passant par le point Q et

xX=2+4+a
perpendiculaire auplanPest:yy = -1+ a a€lR
z=-3—-3a

blLes coordonnées du point d’intersection H de la droite D avec le plan P est
8 -25 9
(H’T’H)

. . . s .9
c) Ladistance du point Q au plan P est égale a e
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d) On considere la sphere de centre Q et de rayon 3. L’intersection de la sphére S et le

plan P est le cercle de centre H et de rayon r = %

2) On considere les points A(3 ;1 ;3) et B(-6 ;2 ;1).Le plan P admet pour équation :
P:x+2y+2z-5=0.
a) L’ensemble des points M de I’espace tels que ||MK — 3@” = 5 est une sphére.

b) Les coordonnées du point H ,projeté orthogonal de A sur le plan P est (%;é)

c) La spheére de centre B et de rayon 1 Coupe le plan P suivant un cercle.

Exercice n°3 :

Dans I’espace muni d’un repére orthonormé direct (0,77, K).On cdnsitlére les points
A(2,-1,1) ,B(-1,1,-1) et C(1,2,0).

1) a) Déterminer les composantes du vecteur AB AAC.
b) En déduire que A,B et C ne sont pas alignés.
c¢) Calculer I’aire du triangle ABC.

2) Soit P le plan d’équation : 2x + 2y — 5z — 4 = Q. SOI4 A la droite d’équations
cartésiennes : XT_Z = y_—+21 =z—1.
a) déterminer I’intersection de P et A.
b) Vérifier que la droite (BC) est incltiSe,dansP et que A passe par le point A.
3) Soit le point D(-2,3,-1).
a) Montrer que A,B,C et D nesontipas coplanaires.

b) Calculer le volume du tétraedre,ABCD.
4) Déterminer 1’ensembleides peints M de 1’espace tel que (DM — AM ) ABM = 0.

Exercice n°4 :

Soit ABCDEFGH un eube d’aréte 1.0n munit I’espace d’un repere orthonorme direct
(A, AB, AD,ZE)) Soit 1=B*F et J tel que EJ = EH.

1) a) Ddeéterminer les coordonnées des points | et J et du vecteur Al N4J.
b) Mentrer que ’aire du triangle AlJ est g.
2 Montrer que le volume du tétraedre AIJE est% puis déduire la distance du point E

au plan AlJ.

3) Montrer qu’une équation cartésienne du plan (AlJ) est x + 3y — 2z = 0 .Calculer la
distance de E au plan AlJ.

4) Soit S I’ensemble des points M(x, y, z) tel que x? + y? + z2 — 2x — 2z — 2 = 0.
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a) Montrer que S est une sphere dont on precisera le centre et le rayon.
b) Montrer que S et (AlJ) sont sécants suivants un cercle que 1’on précisera.

5) Déterminer les plans qui sont paralleles au plan (AlJ) et tangents a S et déterminer
les coordonnées de leurs points de contact.

Exercice n°5 :

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. Soient les points I,J et K tels que [=B*C ; J=A*E§K=D#C
On munit I’espace d’un repere orthonormé direct (A, E, ﬁ, Zﬁ)

1) a) Vérifier que I a pour coordonnées (1,%, 0) et K a pour coordonnées (%, 1,0).

b) Déterminer les composantes de GI AGK.

c) Calculer alors le volume V de tétraedre JGKI.
2) a) Montrer que le plan (GIK) a pour équation 2x + 2y —z =3 = 0.

x=1-2a
b) Montrer que (C]):{y = 1 — 2a a €IR.
Z=a«a

3) La droite (CJ) coupe le plan (GIK) en H’.

a) Vérifier que la droite (CJ) est perpendiculaire awplan (GIK).

b) Déterminer les 2 points de (CJ) dont la distance, atplan (GIK) est égale a 1.
Exercice n°6 :

On désigne par A, B, C, F les points de ¢oordonnées respectives A(4, 1, 5), B(=3, 2, 0),
C(1, 3,6),D (-7,0, 4).

1) a) Démontrer que les points @, ByC définissent un plan P et que ce plan a pour
équation cartésienne x +2y #z,—1=.0.

b) Déterminer la distance didu point F au plan P.
2) On appelle=A la draite qui passe par le point F et qui est perpendiculaire au plan P.
a) Déterminer unegeprésentation parameétrique de la droite A.
b) DétermmnerJes coordonnées du point H, projeté orthogonal du point F sur le plan P.
3NSoitS la sphere de centre F et de rayon 6.
a) Justifier que le point B appartient a la sphere S.

b) Préciser le centre et déterminer le rayon du cercle C, intersection de la sphére Set
du plan P.

Exercice n°7 :
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ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. On munit I’espace d’un repére orthonormé direct
(4, 4B, 4D, 4F).

1
1) Démontrer que le vecteur 71 (O) est un vecteur normal au plan (BCE).

1
2) Déterminer une équation du plan (BCE).

3) On note (A) la droite perpendiculaire en E au plan (BCE). Déterminer Une
représentation paramétrique de la droite (A).

4) Deémontrer que la droite (A) est sécante au plan (ABC) en un point Q, symetrique
de B par rapport a A.

5) a) Démontrer que le point D est le barycentre des points ), B4t C affectés~des
coefficients respectifs 1, —1 et 2.
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 1’enscmbleiS)ydes points

M de ’espace tels que ||MQ + MB + ZMC” = 2v/2.

c) Démontrer que les points B, E et G appartiennent a 1I’ersemble (S).

d) Démontrer que I’intersection du plan (BCE) et desl?ensemble (S) est un cercle
dont on précisera le rayon.

G

A \

Exereicéyn°s &

edpace est rapporté a un repére orthonormé (0, 1,7, k).On considére la droite A passant
par le paint A(-3,-1,-3) et de vecteur directeur % = 27 — 2J — k et la droite D passant par
le%point B(3,2,3) et de vecteur directeur % = 7+ 2] — 2k.

B

1) a) Calculer i. % et dét(u, %, AB) .
b)Justifier que les droites A et D sont orthogonales et non coplanaires.
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c) Déterminer une équation cartésienne du plan contenant A et parallele a D.

2) Soit S la sphére de centre C(-1,0,-1) et de rayon 6 et P le plan d’équation :
2x+y+2z+13=0
a) Montrer que S et P se coupent suivant un cercle de centre A. Déterminer le rayon
de cercle.
b) Montrer que la droite D est tangente a la sphere S au point B.

3) a) Calculer AB. En déduire que le point C appartient au segment [AB].
b) Déterminer alors une droite perpendiculaire aux droites D et A.

Exercice n°9 :

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (0, 1,7, k).On considére les’poirfs
A(61010) , B(O 16 70) - C(01016) et D(_21_2!-2)

1) a) Verifier que les points A,B et C déterminent un plan P d’équationx+y + z — 6=0.
b) Vérifier que la droite (OD) est perpendiculaire au plan P.
c¢) Donner un systéme d’équation paramétrique de la droite’(OD).
d) Soit H le projeté orthogonal du point O sur le plan P. Vérifigrque H a pour
coordonnées (2,2,2) et qu’il est équidistant de A ,B.et Ch
e) En déduire que (OD) est I’axe du cercle circonscrit au triangle ABC.
2) Soit Q le plan médiateur du segment [CD].
a) Montrer qu’une équation cartésienne dg Q'est x+ y +4z - 6 =0.
b) Montrer que (OD) coupe Q en un peint Qdont on déterminera les coordonnées.
3) Soit S la sphére de centre Q et de r&yen 3v/3.
a) Ecrire une équation cartesiennewde S
b) Verifier que S passe par A,B;€ et D.
¢) Quelle est alors I’interseetionsde S et P ?
Exercice n°10 :

L’espace £ est rapportémaprepére orthonormé(0,1,3, k).
Soit S={M(X),z) €&/ x* +y* +2z* —2x+4y+4z+ 5= 0}.

1) Montferque S’est une sphére dont on déterminera le centre | et le rayon R.
2) Soit Pile plan d’équation :X-2y+2z+2=0.
a) Montrer que 1’intersection entre S et P est un cercle (C).
b) Déterminer les coordonnées deu centre A et le rayon r du cercle (C).
3)4Soit M(a,b,-1) un point de la sphére S ou a et b sont deux réels et Q le plan d’équation :
(@-1)x + (b+2)y +z—a + 2b=0
a) Montrer que M appartient au plan Q.
b) Montrer que S et Q sont tangents en M.
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Exercice n°11 :
L’espace E est rapporté a un repére orthonormé (0, 1,7, k).On considére A(1,1,2) ,B(1,3,0)
et C(2,1,1) .
1) a) Montrer que ABC est rectangle en C.
b) Donner une équation cartésienne du plan (ABC)=P.
2) SoitS:x?+y?+z2—4x—6y—4z+12=0¢etP,:x+my+z—4 =0 (m €IR).
a) Montrer que S est une sphere dont on déterminera le centre | et le rayon R.
b) Discuter suivant les valeurs de m la nature de S N P,,.
3) On pose m=1.
a) Montrer que S N P; est un cercle ‘G don on précisera le centre H etde rayon r|
b) Montrer que G est un cercle de diametre [AB].
c) Ecrire une équation cartésienne du plan Q strictement parallgle a P, et coupant S
suivant un cercle de rayon V2.

4) Soit S’ 1a sphére de centre J(1,2,1) et de rayon 2+/5.Déterminer les homothéties qui
transforment S en S’.

Exercice n°12 :

L’espace E est rapporté & un repére orthonormé (0, 1J, KY¥On donne les points A(2,-1,-4) ;
B(0,1,-2) etle plan P,,;: x + (1 — 2m)y — mz —gn="0yn’ €IR) ou m est un parameétre reel .

1) a) Vérifier que pour tout réel m Be B,,.
b) Déterminer m pour que (AB) soit perpendiculaire a B,, .
c) Calculer d,,, = d(A, B,,) en fongtion de,nr,en déduire la valeur de m pour laquelle
(AB)c B,,.
d) Soit H,,, le projeté orthogonahde A.sur B,,.Déterminer m pour que AH,,,B soit
rectangle et isocele.
2) Soit t €] — oo, 1[ et SN {MEE tel que MA.MB = In(1 — t)}
a) Ecrire une équation de'S;,
b) Déterminer Suivanttyla nature de S;.
3) Soit h ’'Wdmothétie,de centre B et de rapport (-2).
a) Déterminer 1’expression analytique de h.
b) Déterminer h(B,,).
Exercicg n°13 :
L’esplcelest piuni d’un repére orthonormé direct (0,7,7, k).Soit A(6,0,0) , B(0,-6,0) et
C(0,0,3) et soit S la sphére d’équation : x> +y2 +z2 —x+y—2z—12 = 0.
1) a) Determiner une équation du plan P passant par A,B et C.
b) Déterminer le centre | de S et calculer son rayon.
C) Montrer que S et P sont sécants suivant un cercle dont on déterminera le centre H et le
rayon .
2) a) Vérifier que le point K(-1,1,-2) est un point de S.
b) Déterminer une équation du plan Q tangenta S en K.
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c) Vérifier que P et Q sont paralléles.
3) Soit h une homothétie de centre I qui transforme P en Q.

a) Montrer que h a pour rapport -3.

b) Déterminer une équation de la sphere S’ image de S par h.
Exercice n°14 :

On considere un cube ABCDEFGH d’aréte de longueur 1.

H G

A B

On note | le centre de lagace ADHE, Jcelui de la face ABCD et K le milieu du segment [1J].
L’espace est rapportéfau repere osthonormé (A, AB,AD, E)

1) Déterminer leSteoardonnées des points I, J et K dans ce repére.
2) Démontremque lesypoints A, K et G ne sont pas alignés.
3) a) Demontrer que Ie'plan médiateur du segment [1J] est le plan (AKG).
b) Déterminer unééquation cartésienne du plan (AKG).
c) Veérifiepguele point D appartient au plan (AKG).
4) Danscette\guestion, on veut exprimer K comme barycentre des points A, D et G.

Soit L 1e.centre du carré DCGH.

a)y. Démontrer que le point K est le milieu du segment [AL].
b) JDémontrer que K est le barycentre des points A. D et G affectés de coefficients que
I’on précisera.

Exercice n°15 :
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L’espace est rapporté a un repére orthonormé (0, 1,7, k). Les points A, B et C ont pour
coordonnées respectives : A(1;-2;4);B(-2;-6;5)et C(-4;0; -3).

1) a) Démontrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b) Démontrer que le vecteur 71 (1 ; -1 ; -1) est un vecteur normal au plan (ABC).
c) Déterminer une équation du plan (ABC).

2) a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite passant par le point © et
orthogonale au plan (ABC).
b) Déterminer les coordonnées du point O’ projeté orthogonal du point O sur e
plan (ABC).

3) On désigne par H le projeté orthogonal du point O sur la droite (BC). Soit tile reel

tel que BH=tBC.
a) Démontrer que t = ‘T;jf
b) En déduire le réel t et les coordonnées du point H.

Exercices n°16 :

ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. On munit I’espace dain répere’orthonormé direct
(D, DA, DC, DH).

H
G

A \

On note Kele baryeentre des points pondéres (D, 1) et (F, 2).

B

Partie A

1) Montrer que le point K a pour coordonneées (ggg)

2)aMontrer que les droites (EK) et (DF) sont orthogonales.
3)“Calculer la distance EK.

Partie B

Soit M un point du segment [HG].

On note m = HM (m est donc un réel appartenant a [0,1]).
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1) Montrer que, pour tout réel m appartenant a I’intervalle [0,1], le volume du tétraédre
EMFD, en unités de volume, est égal a %

2) Montrer qu’une équation cartésienne du plan (MFD) est (-1+ m)x +y-mz=0.
3) On note m d la distance du point E au plan (MFD).
1

a) Montrer que, pour tout réel m appartenant a I’intervalle [0,1],d,,, = s

b) Déterminer la position de M sur le segment [HG] pour laquelle la distance d, st
maximale.

c) En déduire que lorsque la distance m d est maximale, le point K est le projetg
orthogonal de E sur le plan (MFD).
Exercice n°17 :
On se propose dans cet exercice, d’étudier des propriétés d’un solide’de 1’espage.

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (0,1,7, K).

On considere les points A(3;4;0);B(0;5;0)et C(0;0;5).Onnote,l le milieu du
segment [AB].

1) Faire une figure ou ’on placera les points A, B,C, | dans le‘tepere’(0,1,7, E).

2) Démontrer que les triangles OAC et OBC sont rectangles ‘€t isoceles.

Quelle est la nature du triangle ABC?
3) Soit H le point de coordonnees (2’4_5,4_5)
19°19° 19
a) Démontrer que les points H, C, | sont alighés:
b) Démontrer que H est le projeté orthogonalde @ sur le plan (ABC).
c) En déduire une équation cartésienpe, du‘plan”ABC.
4) Calculs d’aire et de volume.
a) Calculer I’aire du triangle OAB. En‘déduire le volume du tétraédre OABC.
b) Déterminer la distance du peint Oyau plan (ABC).

c) Calculer I’aire du triangle ' ABC
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