Exercice n°l :

1. SoitdansZ x ZI'équation (E) : 3x—8y =5.
Montrer que les solutions de ( E ) sont les couples (x,y) telsque x =8k — 1 et
y=3k-1

: . : n=3x+2
2. a)Soient n, x ety trois entiers tels que {n —8y+7 .Montrer que (x,y) est
une solution de ( E).
n = 2(mod3)

b)On considére le systéme(S){ ou n est un entier,

n = 7(mod8)
Montrer que n est solution du systéme ( S) si et seulement sisn= 23(mod24)
3. a)Soit k un entier naturel. Déterminer le reste de 2 modulo 3 et le reste de 7%
modulo 8
b)Vérifier que 1991 est une solution de (S ) et montrer que I'entier 1991%°% - 1
est divisible par 24

Exercice n°2 :

On considéere dans Z x Z I'équation (E ) :3x +4y =-8.

1. a)Veérifier que (0, -2) est une solution de ( E).
b)Résoudre ( E)

2. Dans le plan rapporté a un repére orthonoermé (O,r’,j),on considére la droite A
dont une équation est 3x +4y + 8 = et on désigne par A le point de A
d'abscisse 0.
a)Montrer que si M est un point de A a coordonnées entiéres alors AM est un

multiple de 5.

b)Soit N.un point de A de coordonnées ( x , y ) Verifier que AN=Z|X| :
c)En déduire que:si AN est un multiple de 5 alors x et y sont des entiers.

Exercice n°3.:

Al On considere [’équation (E) d’inconnue (n, m) élément de Z. X Z : 11n —24m=1,
1. "Justifier que cette equation admet au moins une solution.
2. En utilisant ’algorithme d’Euclide, déterminer une solution particuliere de
[’équation (E).
3. Déterminer l’ensemble des solutions de [’équation (E).
B/ recherche du P.G.C.D. de 10"'-1 et 10**~1.
1. Justifier que 9 divise 10"'—1 et 10*—1.
2. (n, m) désignant un couple quelconque d’entiers naturels solutions de
(E),montrer que (10*" 1) — 10(10**™ -1)= 9.
3. Montrer que 10™ —1 divise 10" —1.
Déduire de la question précédente [’existence de deux entiers N et M tels que :
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(10" —1)N —(10** —1)M = 9.
4. Montrer que tout diviseur commun & 10**—1 et 10"*—1 divise 9.
5. Déduire des questions précédentes le P.G.C.D. de 10**~1 et 10*-1.
Exercice n°4 :
Dans tout [’exercice, n désigne un entier naturel non nul.
A/ 1. Pour 1< n <86, calculer les restes de la division euclidienne de 3" par 7.
2. Démontrer que, pour tout n, 3"® —3" est divisible par 7.
En déduire que 3" et 3" ont le méme reste dans la division par 7.
3. A I'aide des résultats précédents, calculer le reste de la division euclidienne de
3'%%par 7.
4. De maniere genérale, comment peut-on calculer le reste de la division
euclidienne de 3" par 7, pour n quelconque ?
5. En déduire que, pour tout entier naturel n,3" est premier avec 7.
B/ Soit U, = 1+3+3%+--+3"1=Y=7"13; o0 n est un entier naturel supérieur ou
égal a 2.
1. Montrer que si U, est divisible par 7, alors 3" —1 est divisible par 7.
2. Réciproquement, montrer que si 3" —1 est divisible par7, alors U, est divisible
par7. En déduire les valeurs de n telles que U, soit divisible par 7.
Exercice n°5 :

1. On considere [’équation (E) : 6x + 7y = 57, ou x et y:sont des entiers relatifs.
a) Déterminer un couple d’entiers relatifs (u,v) tel que : 6u + 7v =1,
En déduire une solution particuliere de (E).
b) Résoudre dans Z X Z I’équation (E).
Justifier qu’un seul couple d’entiers naturels est solution de (E).
. . (n =5(mod6)
2. Soit le systeme (S ) .{n = 6(mod7)
a) Montrer que : (n est solution de (S)) si et seulement si (n =41(mod(42)).
b) En déduire [’ensemble des solutions de (S).
3. Le but de cette question est de determiner tous les triplets (x,y,z) d’entiers
naturels tels que:: 6x+7y+8z=57.
a) Montrer que y est impair.
b) Onposey =2p+1 oup e N.
Montrer que le reste de la division euclidienne de p+z par 3 est égal a 1.
¢) Onposep+z=3g+lougeN
Montrer que les entiers naturels x, p et g vérifient la relation x+p+4q = 7.
En déduire que g prend la valeur 0 ou 1.
d)Déterminer alors tous les triplets (x,y,z) cherchés.

Exercice n°6 :

1. a)Résoudre dans Z x Z [l’équation (E):6X-5Y=7.

2[6]

, . . . . n
b ) Déterminer alors les solutions dans N du systeme suivant :{n = 9[5]
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c ) Déterminer les solutions Z X Z dans de I'equation :
(6X-5Y-6)(6X-5Y+6)=13.
2. On considére dans Z x Z[’équation (E'):6X2-5Y2=7.
a ) Montrer que si (X, Y ) est une solution de (E' ) alors X>=2[5] .
b ) Quel est alors I'ensemble des solutions de (E"') ?
3. On considére dans Z */’équation (E"):6 X-5Y-4Z=7.
a ) Montrer que Y est impair .
b)Onpose:Y=2p+1;(peN).Montrer que (Z + p) estun multiple de 3.
c)OnposeZ+p=3q;(geN).
Montrer que ( X, Y, Z) solution de ( E") si et seulement si

Y=2p+1
Z=39q—p (p,q)€L XL
X=p+2q+2

d ) Retrouver alors les solutions de (E) .
Exercice n°7 :

1. Soit (E) I"équation dans 7. X 7. 4x—Ty=28.
a) Montrer que si (X,y) est une solution de (E)-alorsx = 0.( mod 7).
b) En déduire les solutions de (E).

x = 3 (mod4)
x.= 5(mod7)
a) Verifier que 19 est une solution de (S).
b) En déduire les solutions de (S):
3. a) Déterminer le reste 3*modulo 4 et le reste 5°* modulo 7.
b) Montrer que 2007 est une-solution de (S).
c) Montrer que (2007)2010 = 1 (mod 28 ). En déduire le reste dans la division
euclidienne de (2007)%* par 28.
Exercice n°8:

2. Soit (S) le systeme défini sur N par :{

1. a)Déterminer suivant lesvaleurs de ’entier k, les restes modulo 7 de 2*.
b) En déduire le reste modulo 7 de A = 8190 4 23004,
2. Montrer que pour tout n € N, 3*"2-4"%=0 (mod 7) .
3. Soit I’équation (E;) :6x-5y=T7.
a).Montrer que si (x,y) est solution de ( E; ) alors x =2 (mod 5) .
b) Reésoudre alors [’équation (E; ) .
4. Soit [’équation (E;) : 138 x-55y =500 (X,y) €Z X Z .
Pour tout entier n, on considére les nombres : a=55n+ 10 etb =138 n + 25.
a) Verifier que pour tout entier n, le couple (a,b) est solution de (E;) .
b) En déduire les valeurs possiblesdea A b .
c) Déterminer [’ensemble des entiers n tels que a Nb =5 .
Exercice n°9 :
A/Cocher la réponse exacte en justifiant la réponse :
1. a) 2013%=1(mod 5); b) 2013% = 4( mod 13); c) 2013% = 1( mod 13).
2. Soit n un entier tel que : (11n) /(112 x 52 x 132) = 143 alors :
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a) n =0( mod 13); b) n =0( mod 11); ¢) n = 0( mod 5).
3. soit n un entier tel que n = 19( mod 20) alors le reste modulo 20 de n'® + n*®

est :
a)19; b) 2; c) 0.
4. Le reste modulo 5 de (2222)%* + (3333)**# est :
a)0; b)1; c) 4.

B/Répondre par « Vrai » ou « Faux », en justifiant :
1. 2011*2 =2 (mod 12).
2. 32012+42012+52012 =13 ( mod 7 )
3. 42+(—1)"' =0 (mod 17).
4. L’équation 8x = 3 ( mod 12) admet des solutions dans Z.

Exercice n°10:

1. Etudier suivant les valeurs de [’entier naturel n le reste de la division
euclidienne de 5" par 7.
2. Pour tout entier naturel n, on pose S, =1+5+5%+... ... +5".
a)Montrer que : 4Sn =5""*-1
b)Soit a un entier, montrer que :4S,= a (mod.7) si et seulement si
S, = 2a (mod 7)
c) En déduire le reste de la division euclidienne de S,o9 par 7.
3. Soit n un entier naturel donné.
On considere dans Z x Z les équations( Eg) : 5" % -S"y=0et(E):5"x-S"y=7
a) Montrer que pour tout n de N 'S, et 5" sont.premiers entre eux.
b) Résoudre [’équation ( Ey) .
c¢) Montrer que les solutions.de (E) sont les couples (x, y) tels que x = 35+ kS,
ety =28+ k5" avec k Z .

4. RésoudredansZ X Zle systéme{ZSX —_31y =7
x ANy=7
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