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Exercice 1

On consideére la fonction f définie sur [0; +oc[ par :

2r — /&

1 Calculer zﬂTx flz).

2 . Montrer que sa dérivée est définie sur |0; +o0| par :

T4+ 4yr—1
flay= 2T L
VT (2+/T)
b. Résoudre l'équation :
X24pdX =1=0,
puis en déduire le signe de f'(x) ainsi que les variations de f sur [0; 400l
Dresser alors un tableau de variations complet de la fonction f sur [0; +oc[.

On veillera notamment & caleuler la valeur de 'extremum de f.

Exercice 2

Le plan est rapporté a4 un repére orthonormal direct (O; 7, ), unité graphique 4 cm.
Soit f la fonction qui, & tout nombre complexe z différent de —2i, associe :

z=241
Z=flz)=———.
1) z+2
On appelle A et B les point d’affixes respectives z4 =2 —1i et 25 = =2i.
1 5iz=x+1iy, r ety étant deux réels, exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de Z
en fonction x et y. En déduire la nature de :
a. 'ensemble E des points M d’atlixe =z tels que Z soit un réel;

b. l'ensemble F des points M d’affixe = tels que Z soit un imaginaire pur éventuellement
nul;

. l'ensemble G des points M d’affixe 2 tels que |Z]| = 1.

2 Déterminer les ensembles E, F et GG sans utiliser les parties réelle et imaginaire de Z.

3 Représenter ces trois ensembles.

4 Caleuler |Z = 1] x |z + 21| et en déduire que les points M’ d’affixe Z, lorsque le point M
d’affixe z parcourt le cercle de centre B et de rayon +/5 sont tous sur un méme cercle dont
on précisera 'affixe du centre et le rayon.

Exercice 3
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Soit 8 € |0, [ et (Eg) : 2 —22 —2isin Be'® =0

1./ a)Montrer que : 1+ 2isin Be'%= (e!®)?
b) Résoudre dans C, (Eg)
2./ On donne f(z) = 2°—42* +2(2 — i sin Be'?)z + 4i sin Be'®
a) Calculer f(2)

4em math

b) Montrer que : f(z) = (z—2)( 2 +bz+c) ol b et c deux nombres complexes a déterminer

¢) Résoudre dans € I"équation : f(z)=0

3./ Le plan est rapporté 3 un repére orthonormé direct (0 ; 1, V)
On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives : 2, 1—e'®et 1+e!®

a. Déterminer la forme exponentielle de zp et z¢
b. Montrer que OBAC est un rectangle

c. Déterminer 8 pour que OBAC soit un carré

Vg Exercice 4:

La courbe ci-dessus est celle d’une fonction f

définie sur IR*, elle admet la droite D:y=1comme ——

asymptote au voisinage de +ooet — oo et D' : x =0 comme ! ! y \\
asymptote verticale.
1./a.Déterminer graphiquement les limites de f en +oo,—0 ,0%et 0.
X . A (x)-1
) et m (x)

b. Caleuler ces limites  lim f{— y, lim £
Xbbm XZ+] a2 .Jx—?. B-gried f‘(x]—]

flx)si x=1

2./Soit la fonction définie sur IR par g(x) = {
X+2x=1 si x=1

a. Montrer que g est continue 1.

b. Monter que 'éguation g(x) =0 admet dans ]—2c,1]une unique solution & puis vérifier que D<a <1.

3)./Déterminer I'image de]—oo, O[par la fonction composée gof.

Exercic 5
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Le plan est rapporté au repére (0%, 7).
On considére les points A, B et C d’affixes respectives :

2a=—=1+4+iV3 : p=—1—-iV3 i ze=2.
1 «a. Verifier que
g — I i
_— — T,
EF

b. En déduire la nature du triangle ABC.
c. Déterminer le centre et le rayon du cercle I'y circonscrit au triangle ABC.

2 a. Etablir que 'ensemble T'; des points M d’affixe z qui vérifient
2(z+7)+22=0

est un cercle de centre 12 d’affixe —2.
Préciser son rayon.

h. Vérifier que les points A et B sont éléments de I's.
Exercice 6

On rapporte le plan complexe a un repére orthonormal direct (O; W, 7).
On considére application complexe de CY {=1} dans C définie par :
Zz

M .
f 14z

1 Soit A le point d’'afhixe z, =1+1.
Déterminer f(z4) sous sa forme algébrique.

2 Déterminer les invariants de f, c¢’est-a-dire les nombres complexes z = = + iy tels que

flz) = =

3 On considére le cercle I' de centre O passant par A.
a. Mettre za sous la forme exponentielle.
b. On considére un point M d’affixe 2y = v/2¢", 8 € [0;27] sur T.

Montrer que :

dcos’@ + 2cos8 =2  sinf(v2 + dcosd)
—-i
34+ 22 cos 34 242 cos#

f(zn.l) =

c. On note & 'ensemble image de T" par f.
Montrer que & est symétrique par rapport a Iaxe (0; ).
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EXERCICE 1

g — ¢ -1-iy3-2

Za=20  =l+iy3-=2

-3—-iv3

-3+iv3
(—:%—i\/.?)?

(-3+iv3) (-3 -iv3)

_ 6+6iv3
12
_1+iv3
I
1 f
=—+i£
2 2
IR = Ic ix
_— =23
A= EC

zp — 2o o T
b. De la question précédente, on déduit que arg( b ) = arg {e'i) = —.
za=2¢ 3

B :P) = (ﬂ (_'_B.) Done, ([T-’-{{_'_B.) = %

Or, arg (

A= Ze
De plus, z, = Zg, ce qui signifie que A et B sont symétriques par rapport a (O; ),
et C se trouve sur (O; @) donc CA = CB. Le triangle ABC est donc isocéle en C. Et

» - - - \. ?L_ - = L * -
comme 'angle au sommet principal est égal a4 g:onen déduit que ABC est équilatéral.

. Si z représente I'affixe de ce centre :

n_z__1+33+:(_‘-
- 3
=10

Ainsi, O est le centre du cercle circonscrit a ABC.
Le rayon de I'; est done OC, soit 2.

MED MIGHA 97090496 Page 4

@WW et 200



Med Migha
97090496 sérien4 4em math

2  a. Posons z = x + 1y. Alors,

2z42)+22=022r+iy+r—iy)+ (z+iy)(z—iy) =0
sldr+ri+y =0
S (x+2° =4+ (y=07%=0
S(r+2)7+(y=-007=2%

Ainsi, 'ensemble des points M(x ; y) vérifiant I'équation est le cercle de centre 2 (=2
et de rayon r = 2.

b. On remplace z par z4 dans 'expression 2(z + ) + 27 :

2(24 + Z0) + 24%a = AR(z4) + |24
2

= =44 ((-1)+ V3

=141

=10
z 4 satisfait I'équation done A € T's.
Comme zgp = 71 et que I'équation est symeétrique en z et 7, B € T'a.
)
a1

iy

i 7<§ N

/

EXERCICE
g =2+l + D] = (v +2)i)
(4 (y+2)i)(= = (y +2)i)
_rr=2)+(y+ 1y +2) +ifz(y+1) = (x = 2)(y +2)]
2 — (y—2)2
ﬁ _z?+y2—2:r+3y+ze . _ =r4+2y+4
Donc R(Z) = Py Py t I(Z) = e — =97

a. ZERSFI(Z)=0= —c+2y+4=0.
Ainsi, E est la droite d’équation cartésienne —x + 2y + 4 = (.
a2 2
b Z=k, kER=R(Z)=0=(x—172+ (y+ 1) =(£).
F est donc le cercle de centre d’affixe 1 — ;fl et de rayvon %
e |Zl=1=|z=z4] =z — 28|
G est donc la médiatrice de [AB].
2 a. arg(Z)= (ﬁf,m) ZeR=arg(Z)=0 mod 7 = (ﬁim) =0 mod 7.
Done, A, B et M sont alignés. E est donc la droite (AB).
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b. Z=k, keR=arg(Z) =% mod 7= (]ﬁim) =% modm.
Ainsi, BAM est un triangle rectangle en M. Donc F est le cercle de diamétre [AB].
e |Zl=1= |z =24 =]z — zg|
G est donc la médiatrice de [AB].
z=24i=z=21 =2-=i
Z—-1= = d Z—=1|x|z4+2=|=-2=-1=v4 = /.
4 z+2i z+2i one | [ lz+ l|| il + V5
Si M € € 5). alors 2 =z + Ve et done |z + 2i| = |5 = /5.

Ainsi, |Z — 1| = 1. Done M’ sera sur le cercle de centre d'affixe 1 et de rayon 1.

EXERCICE
1 =1
BEEE
(1—=1)(2=1)
T 2F)E-i)
1—-i—=2i4i2
1+1

L f(za)

flza) = =i

2 f(z)=ze =r+iy

e r—iy=(r+iy)(l+x+1iy)
e r—iy=z(l+z)+iry +iy(l + ) = ¢
Sr—iy=z+1 =y +yi(2r +1)
e —y +2i(z+1)=0
I'z_y'z:ﬂ

=
y=0Douzr+1=10

Les invariants de f sont done @ 23 =0, zp = —=1+4+iet z3=—1+1i.

3 a |za| =V12412 = /2.
Done zy = /2 (% +i%§), soit |2y = 267 |
V2

b flam) = 13 Vacw
(v"ﬁew) (1 + v@e—m)
B (1+ v26) (1+ v2e)
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\\."‘§e—w+2"_;m‘

T 34 2v2cos6

_ V2cosf + 2cos(26) — i(v/2sin f + 2sin(26))

o 34+ 2/2cos0

deos?@ + v 2cosf =2 _sinﬂ(\/ﬁ+ dcosd)

S = e a0 34 2v3cosd
car cos(26) = cos” # — 1 et sin(26) = 2sin f cos 6.

. Remarquons que la partie réelle de f(zy) ne dépend que de cos# ; donc, elle est paire,
ce qui nous pousse a remplacer # par —f : on obtient alors :

_ dcos?(—0) + v@cus(—ﬂ) -2 _ _sin(—ﬁ'](\«@ + 4 cos(—8))

VfE —ift
f(vVae™) 3+ 2/2 cos(—6) T3+ 2V cos(—0)
_ dcos®f + 2 cosf =2 + isinﬂ{ﬁ+ 4cos )
3+ 2v2cosd 34 2v2cosf

On constate donc que la partie réelle est inchangée et que la partie imaginaire est
devenue son opposée; cela signifie done que & est symeétrique par rapport a 'axe des
abscisses.

d. Par symeétrie, on obtient :
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