4°M€ gnnée sc & tech

Tél: 52633134

Mr Arfaoui.O
Cours Chapitre 1 : Nombres complexes

Forme cartésienne (algébrique) :
Définition :
La forme algébrique d’un nombre complexe zeC est: Zz = a + ib avec a et b sont deux

réelset i = —1.
a est la partie réelle de z, notée Re(z), et b est la partie imaginaire de z, notée Im(z).

Les réels sont les nombres complexes dont la partie imaginaire est nulle : Im(z) = 0.

Les imaginaires purs sont les nombres complexes dont la partie réelle est nulle : Re(z) = 0.

Deux nombres complexes z et z' sont égaux , si et seulement si, Re(z) = Re(z’)
et Im(z) = Im(2"). En particulier z = 0, si et seulement si, Re(z) = 0 et Im(z) = 0.

Opération dans C :
+ Addition des complexes : Pour tous réels : a, b, a’ et b’
(a+ib)+ (@ +ib')=((@+a')+i(b+b").

+ Multiplication des complexes : Pour tous réels a,b,a " et b ',
(a + ib) X (@' +ib") = (aa’' — bb") + i(ab' + ba').

1 __a-ib

a+ib a?+b?

% Inverse d’un complexe non nul : Pour tous réels a et b tels que a? + b? £ 0,

Conjugué d’un nombre complexe
Soit z un nombre complexe. On pose z = a + ib avec (a, b)eR>.
On appelle conjugué de z le nombre complexe Z = a — ib = Re(z) — i Im(z)

2z = Re(z) = a, % =Im(z) = b, z* z=Re(2)* + Im(2)? = a® + b*

z est réel si et seulement si z = 7, z est imaginaire pur si et seulement si z = —z

]
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Pour tous nombres complexes zetz’: z+z =247z ;z+z =z 27

Pour tous nombres complexes z et z ' et neN : z™ = z"
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Pour tout nombre complexe non nul 2" :
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Module d’un nombre complexe :

Soit z un nombre complexe. On pose z = a + ib avec (a, b)eR?.

On appelle module de z le réel positif noté |z| = Jaz + b2 = \/Re(z)z +Im(z)2=Vz=*z
Propriétés : Pour tous nombres complexes z et z’ et neN:

z*Z=|z|> = a® + b?

|z| =0 © z=0;|kz| = |k| *|z| avec kkeZ".

|z« 2| = |z| x|2'] ; |z"] = |z|"

lz+Z'| <|z|+17Z'|;Re(2) < |z|; Im(2) < |z|.
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Pour tout nombre complexe non nul z': |_,| =— ;
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Représentation graphique d’un nombre complexe -

Le plan est rapporté a un repére
orthonormé direct (o, e7,€5) .

A tout nombre complexe z =a +ib est

associé l'unique point M (a, b). On dit s Wl =
. (Zs)

alors que z est I'affixe de M. on note z,, .

(0,e7) est I’axe réel, (o, e,) est ’axe /
imaginaire. K

o= > > Axedes reels
|z| = OM = /a? + b>. 4
Les points d’affixes z et Z sont symétriques
par rapport a I’axe réel.
Soient A d’affixe z4 et B d’affixe zz on a: Axe des imaginaires purs et st meres
— 5 notce entre
Aff(AB) = ZE = Zp — Zy parenthéses derneére le
b MZ) pomt ou le vecteur.
et AB = |zg — z,|
)“
Soient i et ¥ deux vecteur du plan = ——> Awderics
complexe et a, B deux réels on a : !
Aff(ati+ pv) = a Aff (@) + B Aff (V)
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Forme trigonometrique:

Argument d’un nombre complexe non nul :
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (o,e;,e5) .

Soit M un point du plan complexe d’affixe Axk des Emagiais purs
z non nul. Une mesure de I’angle

(e_l’, W) = @ est dite un argument de z
noté arg z et on écrit arg z = 0 [2m]. A

ey B = arg(Z)

z = |z| (cosB + isin@) est dite T L5 A
forme trigonométrique du nombre &
complexe z.

s M Z)

14

Re(z) = r cos@ et Im(z) = r sinf avec
r = |z| =+ a? + b>.
cosd =2 etsing =2
T T

zeR* & argz =0 [n]
zeR, & argz =0 [2m]
zeR: < argz =m [2m]
s

z est imaginaire signifie arg z = 2 [7].

Propriétés:
Pour tous z et z’ complexes non nul et neN :

argz = —argz [2n] ; arg(—z) = arg(z) + m [2r] ; arg(kz) = arg(z)[2r] si keZ}
arg(kz) = arg(z) + n[2n] si keZ* ; arg(z * z') = arg(z) + arg(z’) ;
arg (i) = —arg(z")[2x] ; arg (5) = arg(z) —arg(z’) [2n] ; arg(z™) = narg(z)[2n].

1z| = |Z|

z = z' équivaut {argz = arg(z') [27]

Cercle trigonométrique:

Angle en degré 0° 30° 45° 60° 90°
Angle en radian 0 w s s w
6 4 3 2
cos0 1 V3 \2 1 0
2 2 2
sin@ 0 1 V2 V3 1
2 2 2
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On appelle cercle trigonométrique, un cercle orienté de rayon 1. Par convention, on choisit le
sens inverse des aiguilles d'une montre comme sens direct ou sens positif.

Z|m2
|

Forme exponentielle :

Soient ze C*etargz = 0[2m].

L’écriture Z = |Z| e'9 = re'd est appelée forme exponentielle du nombre complexe z.

e =cos@ + i sinfd; e = cosd — i sind.

ei9+e—i9 . eie_e—ie
cosl = — sinf = — (les formules d’Euler).
Propriétés :

Pour tous @ et 0’ réels , k et n entierson a :

e®=1; e'2=i;e 2=—i; e™=—
ele — e—iG; ei(9+7r) — _eiG; ei9 — ei(9+2kn)
1 ei@
M 12 . Al Al . !
el(9+0 ) — ele_ele : e—LG — — ;61(0—9) — =
e e

(e = e => (cosh + isind)™ = cos(nd) + i sin(nd) : formule de Moivre.
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Vision géometrique : (alignement , orthogonalité)

Soient A, B, C et D quatre points d’affixes respectives z4, g, Z¢ €t zp, avec z4, # zp
etz. # zp.Ona:

Zy5 = 2p — 24 ; AB = |zp —z,|; (e_l’,ﬁ) = arg(zg — z4)[2m]

VA Zc

(4B, CD) = arg(2—95)[2x].
ZB — Zx
AB et CD deux vecteurs non nuls sont colinéaires < % est un réel.
B — Z4A

AB et CD sont orthogonaux < % est un imaginaire pur.
B A

Résumeé:

Forme cartésienne Forme Forme
trigonométrique “ exponentielle
z=a+1ib '
z = r (cosf + isind) z=re'

Pour aller p|US loiN: Pour trouver les ensembles cherchés :

% MA = MB < M appartient a la médiatrice de [AB].

+ (M_Z\Wf) = 0[n] & M appartient a la droite (AB) privé de A et B.

* (FA,,\W) = t[2n] & Me]ABJ.

+ (WZ\WS’) = %[n] < M appartient au cercle de diamétre [AB] privé de A et B.
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