EXERCICE SUITE PROPOSE P AR Dr. AMINE TOUATI

n

ENONCE : Pour n entier naturel non nul, soit f, la fonction définie sur I =[0 ; 4 oo[ par f,(x)= x—'e’x . On considere
n!

un réel a de I et on pose, pour tout entier naturel n, I (a )= J-: f.(x)dx .

1. Calculer I (a).
2. a) Montrer que, pour tout x de I et pour tout n entier naturel nonnul : f,'(x)=f _(x)-f.(x)et f(0)=0.

n

b) En déduire que, pour tout n entier naturel nonnul : 7 (a)—1, ,(a)= —a—'e’“ .
n!

k=n k
. . a .,
c) En déduire que, pour tout n entier naturel nonnul : / (a)= 1—[ E F]e .
k=0 .

3. Dans cette question, on pose @ = 1. On appelle (u, ) la suite numérique définie pour tout ne N par :

u =1- (kzk] _j £.(x)dx.

k=0

a) Montrer que, pour tout entier naturel n, et pour tout xde [0 ;1] : f,(x)< —x .

b) En déduire I’encadrement pour tout entier naturel n: 0 <u, <

puis la limite de u, .

(n+1)

ol 1 1 1 1 1
c¢) Déduire enfin que e = lim Z—' =1+ 14+—+—F—+=—+—+..
niee| 4y 21 3! 41 5! 6!

CORRIGE : 1. 10(a)=j0“e-*dx=[—e-*]z =l-¢“ (carO!=1let f(x)=e™").

. X L X
2. a) Pour tout x de I et pour tout n entier naturel non nul,ona: f,'(x)=——e "+

(n—1) n!

(=" )= fo(x)=f(x) et
£,(0)=0.

b) D’ol, pour tout n entier naturel non nul :
L(a)=1,(a)= [ (f(x)=f,(x)dx= [ (=F,(x )dx=[~F, x)]: =- i‘ e

n n—] n

N . a
c) D’ou, pour tout n entier naturel nonnul: 7, (a)=1,,(a)- d
n

Io(a)—[i%]e'“ =1—[i%]e'“.

k=1 k=0

3. a) Pour tout entier naturel 7, et pour tout x de [0 ;1] : 0< x<1 entraine 0<e¢" <e entraine 0<e™* <e¢™' <1 eten

- o1 . 1
multipliant les termes par la quantité positive —‘x" ,onobtient 0< f (x)< —'x” .
n! n!

b) Donc, en utilisant la propriété : si, sur [a, b] on a f{x) < g(x) alors Ib S(x)dx < Jb g( x )dx ; donc pour tout entier

n n n+l !

1 X 1 x X 1 .

naturel n: 0<u, SJ —dx ;or| —dx= = ; on a, pour tout entier naturel » :
° p! o p! (n+1)l]  (n+1)

<L , donc
(n+1) n+l1’

im m = 0 puis, par le théoréeme des gendarmes, la limite de u, est 0.
e tn+l)
k=n k=n

1 1
c) liﬁun = liﬂ”‘[Z;)e—I )=0, donc lini((zgje" )=1 et donc

k=0

S I 1 1 1 1
e=lim [ZEJ: 1+1+—+—+—+—+—+... ce qui permet d’obtenir des approximations de e par des rationnels :

n—+eo =0
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