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Exercice 1
-3 -1 -1
1) a-AB|1 |et AC|0 |donc ABAAC|O
-3 -1 1
b—Comme AB A AC 0 alors les vecteurs AB etAC ne sont pas colinéaires donc les points A, Bet Cne
sont pas alignés et par suite ils déterminent un plan P =(ABC).

AB A AC est un vecteur normal au planPdonc P:—x+z+d=0 .
A(1,0,2)eP donc d =-1 etenfinP:—x+z—-1=0¢équivautaP:x—z+1=0.

A
2) a-1J| 0 :EE/\A—CdoncA:(IJ) etcomme JeP (x,—z,+1=—%—%+1=0) alors Acoupele
%
plan Pen J.

b—La distance IJ = %\/5
3) a—(S):x*+y’+2° —2x+2y+2z-2=0 & (S):(x—1)2—1+(y+1)2—1+(z+1)2—1—2=0 =
(S):(x—l)2 +(y+1)2 +(z+1)2 — /5" donc (S) estlaspheére de centre/(1,-1,—1) etde rayon

R=1/5.
3

b- d(l,(P)) = $< R =+/5 donc (S)n(P) estlecercle (C) de centreJ le projeté orthogonal de / sur

. o : (3 1
(P)(carla droite (I/) est perpendiculaire a (P)enJ) et de rayon r = 5o = | =— .
V2) A2
4) a-x,+y, +z,°—2x,+2y, +2z,-2=
(1+cos@) +(-1+sin@) +(-3) —2(1+cosf)+2(~1+sinf)-6-2=
1+2cosf+cos’ @ +1—2sin@+sin’ §+9—-2—2cosf—2+2sind—-8=0 donc N €(5).
b-x,-2,+1=1+cosf+3+1=5+cos@#0 VOecR car5+cosd>4,V0eR alors N&(P).

-1 cosd
c- ABAAC| 0 |et AN| —1+sin@ :(E/\R).A—:—1.c056?+1.(—5):—5—c059.
1 -5

d- Le volume du tétraédre ABCN est 8=%‘(A—B /\R)A—N‘ =%|—5 —cosd)| =%(5+ cosf).

On posef(0)=%(5+c050).fest dérivable sur [0,27] 7 1o T o
£1(8)=2(=sing)=—Lsing jume 8 d dre ABCN est done [t——L—
et f' =—(—-sin@)=——sind . Le volume u tétraedre ABCN est donc 1 1

6 6 ) N
minimal pour@ =7 etil vaut. 2/
Exercice 2

1) a—<3—i\/§)2=9—6x/§i—3=6—6x/§i
b—A=(1+ix/§)2+8—8ix/§=6—6x/§i:(3—ix/§)2.
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=—1+i\/§ etz'"=

S _1ti3-3+iV3 . 1+i\3+3-i\3
2 2

=2.Ainsi 5, ={-1+i/3;2}.
2) a-\Voirfigure ci-contre.

2T _ 2

b—b:ZL—%HgJ:Z(cos%{Hsin%{j=2.e > etdoncc=b=2.e 3.

B

c— |b|=|c|=2 <>0B=0C =2 doncles points Bet C

appartiennent au cercle ( %).
d -Voir figure ci-contre.

g e i DR i
b-2 -3+i3 @%

b— 29 est imaginaire pur donc AB 1 0C et 9 estimaginaire
z. Z

pur donc BC L OA donc les droites (CO) et (AO) portent les hauteurs
issues respectivement de A et C. On en déduit que O est I'orthocentre du triangle ABC.
Exercice 3

1) a—lim (x+1)=—o0 et lime"™ =+c0 donc lim f(x)=—o0.

: X . ox+1 : o ‘s :
b- lim M = lim—=.e" =1x (+oo) =400 ce qui peut étre interprété graphiqguement par une
X—>—00 X X—>—00 X

branche parabolique de direction (O,}) au voisinage de —o0.

c— lim f(x)= lim e.(x.e‘x +e” ) = lim e.(—t.et +é ) =0. Ce résulte se traduit par une asymptote

X—>+0 X—>+0 t——o0

horizontale d’équation y =0 en+o.

2) a-VxeR ;f'(x)=1.e"" +(x+1).(-"")=(1-x-1)."" =—xe"". S S

b-Lesignede f'(x) estceluide —x d’ol le tableau ci-contre. — =

3) a-VxeR ; f'(x)=—e +(-x).(~e"" ) =(x-1)e"". ——

Lesignede f"'(x) estceluide x —1 d’'oli le tableau ci-contre.

La dérivée seconde s'annule en 1 en changeant de signe donc le point / d’abscisse 1 est un
point d'inflexion de lacourbedef. f(1)=2 donc /(1,2). -l

b-T:y=f'(1)(x-1)+f(1) =>T:y=—1(x-1)+2
=>T:y=—x+3.

4) Graphique complet :
5) a-Lorsque x> -1 ;f(x)>0 = I(a) estlaire du domaine

plan limité par la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites
d’équations x = -1 etx =« .

b-f"(x)+2e"™ =(x—1)e"™ +2e"™ =(x+1)e'™ = f(x).
c—I(a)= [f'(x)—Zel’X]i!1 =—qe"™* —2e" " —e’ +2¢’ = | . .
e’ —(2+a)e’™ B (S el

d- lim /(a)=e" . Cette limite est Iaire limite du domaine hachur lorsque  est assez grand.

a—>+0
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Exercice 4
1) Lacourbe de f est située au-dessous de la droite des abscisses donc :

Vx €[0,+o0] ;f(x)s0<:>Vxe[0,+oo[,ln(1+x2)30.
2) a-Soitla propriété (%,):U, >0,VneN.

3
e Onaly, =3 donc (7,) est vraie.

e Montrons que (2,) entraine (P,.1)
U,>0 =1+U.7>1=In(1+U,")>0=U,,, >0 cad(P.)estvraie.

Ainsi d’apres le principe de récurrence,ona U, >0,VneN.

u .

n

1 1
b- U, >0donc,d’aprés1),ona In(l +Un2)£ U, <:>Eln(+Un )< 2U =V

n+1 _

Nll—\

c—Soit la propriété () :U, < %(%) ,VneN.

e Onal, _3.3 1 donc (Py) est vraie.
2 2\2

e Montrons que (P,) entraine (P .1) .

3(1Y 1. 3(1\"" . 1 , L
Ona U, SE 5 <:>5Un SE 5 Ord’apres2)b—,onal_, SEU” ce qui donne par transition

3(1)" : .
u., SE S < (P pvy) est vraie.

. , 3(1Y
Ce raisonnement par récurrence permet de conclure queVneN,U < E(Ej .

d-Ona lim (lj =0 car%e]—l,l[ et0<U, S%(%) donc limU, =0.

n—>+w n—+oo
Conclusion : La suite (U, ) converge vers 0.
3) a-S,,—S,=U,,, >0 donclasuite(S,) eststrictement croissante.

p-vkeny, <31 = <ZU g(&)k:z%:

22\2) 20 1-y

—

2\ 2

3 1—(%)"*1)=3—§(1jn.

3(1Y 3(1Y , :
c—-S <3- E(Ej et3 _E(Ej <3 donc (S, ) est majorée par 3 et comme elle est croissante donc elle

est convergente d’apres le théoreme de convergence des suites monotones.
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