REPUBLIQUE TUNISIENNE s
MINISTERE DE L’ EDUCATION DE QE&S'QN
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SECTION : MATHEMATIQUES
_EPREUVE : MATHEMATIQUES DUREE : ah  COEFFICIENT : 4

Le sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 a 4/4

Exercice 1(4 points)
Pour chacune des questions suivantes une seule des trois réponses proposées est exacte.
Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondante & la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.

ABCD est un carré de centre O tel que

(E,A—D)Eg[zn] et 1 le milieu de [AB].

Soit Siaey , Siep) et S(oy les symétries
d'axes respectifs (BC), ( BD) et (OI) et 0

tes o tes et to les translations de vecteurs

respectifs BD, CD et BC . .

1) L'isométrie S(BC) o] S(BD)O tﬁ-ﬁ est

a) une rotation
b) une translation
c) une symétrie glissante.

2) t- o S(BC) est égale a

a) tf:'_ o S(on
b) tyz oS
C) S(BC)-

. , i
3) Soit rqla rotation de centre O d’angle (-g) et ryla rotation de centre C d’angle (E)'

riars est

a) la symétrie centrale de centre A
b) la translation de vecteurCB
c) la translation de vecteur AD .

4) Soit 8 la similitude direcie de centre B qui transforme D en A. Alors
a) S(A)=0

b) S(1) =0
¢) S(C)=0.
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Exercice 2 (6 points)

o X
Soit f la fonction définie sur ] 0, +c;o[ par f(x)=(x-- g)e et #; sa courbe
X
représentative dans un repére(O, i, j ).
Kl +
1) a) Montrer que f'(x) = e(x—:lxti).

X
b) Déterminer lim f(x) et lim f{x).
X -0 M ortor

¢) Dresser le tableau de variation de f.
2
2) Montrer que la tangente A a ¢ au point d’abscisse 2 a pour équation y = %—( X —2).

3) On se propose d'étudier la position relative de @; et de sa tangente A .

X
Soit g la fonction définie sur ]0,+ oo[ par g(x) =§~3~. On donne ci-dessous le tableau de
X

variation de g.

X 0 2 3 +00
+0o +o0
g(x)
e’ e’
s 27

p
a) Montrer que I'équation g(x) :% admet dans] 3, +c [ une solution unique « telle que

42<m<4]3.
b) Déduire la position relative de & et A.

4) Justifier I'existence sur ]O.+ oo[ d’'une primitive F de f telle que F(1)=e.

5) Dans I'annexe ci-jointe, on a tracé la courbe représentative @r de la fonction F, la droite A
et le rectangle ABCD telque A(1,e); B(0,e); C(0, F(2)) et D (1, F(2)).

a) Etudier les branches infinies de #:.

b) Tracer la courbe #; dans l'annexe ci-jointe.

6) Soit t ¢ [‘I . 2[ . On désigne par S(t) la partie du plan limitée par la courbe @, 'axe (O, i)

et les droites d'équations x =t et x = 2. On désigne par .« (t) I'aire de S(t) .
a) Exprimer.«/(t) en fonction de F(t).

b) Hachurer S(1) et justifier qu'elle a la méme aire que le rectangle ABCD.
¢) Montrer qu'il existe un unique t, €1, 2[ tel que ,.o%(to)=% A (1)

d) Construire le point de %; d'abscisse tg.
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Exercice 3 (5 points)

Soit (O,4,V,w)un repére orthonormé direct de l'espace.

Dans la figure ci-contre OABC est un tétraédre

1 est le point de coordonnées (3.3,3).

1) Vérifier que le plan (ABC) a pour équation
2x+2y+z—- 10=0.

2) Soit S la sphére de centre | et de rayon 3.
a) Quelle est la position relative de S et du plan (ABC) ?
b) Montrer que S est tangente aux plans (OAB) , (OAC) et (OBC).

3) Soit k un réel non nul et h I'homothétie de centre O et de rapport k.
On désigne par S, la sphére image de S par h.
a) Montrer que S'est tangente aux plans (OAB) , (OAC) et (OBC).
b) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles S’ est tangente au plan (ABC).

4) Déterminer le centre et le rayon de la sphére tangente intérieurement aux quatre faces
du tétraédre OABC.

Exercice 4 (5 points)

On pose a = 72009 + 72010 + 72011 .

1) Soit n un entier naturel. Discuter suivant les valeurs de n, le reste de 7" modulo 100.
2) Endéduire qu'il existe un entier naturel k tel que a= 100k - 1.

3) a) En utilisant la formule du binéme, montrer que  a'® = 1 (mod 100%).
b) Déterminer les quatre derniers chiffres de a'®.
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ANNEXE A RENDRE AVEC LA FEUILLE DE COPIE
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Exercice 1 :
1l.a; 2.b; 3.b; 4.c;

Exercice 2 :

(x—2)e*
Soit f(x) = ~———F——, ou x>0.
X

1. a)Pourtoutx>0,

[ex+(x—2)ex}.x3—3x2(x—2)eX e (x-1)x—(3x-6)e* ex(x2—4x+6) |

f'(X): NG = NG

X

b) lim f(x)=—0 et Iimf(x)=|im(x—2)e—3=+oo.

x—0" X—>+00 X—>+00 X

c) Pour toutx >0, X2—4X+6:(X—2)2+2>0 donc f’(X)>O.

D’ou le tableau de variation de f :

f'(x) +

+00
f(x)

-00

2e° ¢°

X

4

2. Ona:f(2)=0 et f'(2) = E = E la tangente (A) a ( 7¢) la courbe représentative de f a pour

o2
équation y = E(X—Z).

3. a) Ona: gestcontinue et strictement croissante sur [3, +oo[ , 0 ([3, +oo[) = {

8

2

£(4,2)~0,9 , f(4,3)~0,9269 et %zo,923

© www.mathsecondaire.net
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E

2 3 2
e (5]
—e {E , +00{ donc I’équation f(x) = E admet une unique solution @ dans ]3, +00[.
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2

2

Dol f(4,2)—%z—0,023 et f(4,3)—%z0,0039 donc 4,2<a<4,3.

2

b) Pour tout x >0, f(X)—%(X—Z):(X—Z)(E—Z—%j:(X—Z)[g(x)_

2
or g(x):%ax:z ou X=«.

X

Comme g est strictement décroissante sur ]0, 3] alors :

+ 0<x<2 =0(x)>9(2)=9(x)-9(2) >0

+ 2<x<3=9(2)>9g(x)=9(x)-9(2)<0

D’autre part, g est strictement croissante sur [3, +oo[ , donc

+ 3<x<a =g(x)<g(a)=09(x)-g(2)<0

+ 2<xx>a =9g(x)>g(a)=9(x)-9(2)>0

D’ou le tableau de signe de g(x) :

9(2)].

X 0 2

a +00
g(x)- 8(2) + - 0 +
IL en résulte :
X 0 2 o +00
g(x)- g(2) + 0 - 0 +
X-2 - 0 + +
Position de ( ~¢) par audessous O audessous O au dessus

rapporta(A)

(~t) coupe (A) aux points d’abscisse 2 et « .

4. Lafonction f est continue sur ]O, +oo[ et 1 >0 donc f admet sur ]O, +oo[ une unique primitive F telle

que F(1) =e.
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Corrigé de I'épreuve de mathématiques - section maths - session de controle | Bac-2010

5. a) limf(x)=—c donc I'axe des ordonnées est asymptote a ( 7¢).
x—0"

_f(x) . e* : i
lim —= = lim (X—2)—4 =+ donc(“) admet une branche parabolique de direction
X—>+00 X X—>+00 X

(O, jj au voisinage de +o.

b) Voir figure.

6. a)La fonction f est continue et négative sur I'intervalle [t, 2] pour toutt € [1, 2[ donc I'aire de S(t) est
2 2
()= — L f(x)dx = —[FO)T’ = F(t) ~F(2).
b) L'aire de S(1) est .~/ (1) = e—F(2).
Or l'aire du rectangle ABCD est : AB.BC=1.[e—F(2)]=e—F(2) donc .~/(1)=aire(ABCD).
1 1 1
). /()= > /(1) & F@2)-F(t)= E[F(2) —e] < F(t) = E[|=(2) +e].
F est continue et strictement décroissante sur l'intervalle [1, 2[ , F([1, 2[) = ]F(2), e]
1 . . 1 . .

et E[F(Z)Jre] € ]F(Z),e] donc I’équation .~/ (t) = 5 ./(1) admet une unique solution t, dans [1,2[.
d) Soit I le milieu du segment [BC], 'ordonnée de | est F(to). Soit J le point d’abscisse 2 de la courbe

(“F), ladroite (IJ) coupe I'arc [AJ} de ( “¢) enun seul point K d’abscisse t; .
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Exercice 3:
1. Ona:A(5,0,0),B(0,5,0), C(0,0,10) .Soitle plan (P): 2x +2y +z-10 = 0.
10+0+0-10=0 donc Ae(P) ;0+10 +0-10=0 donc Be(P) ;
0+0+10 -10=0 donc Ce(P).

Ainsi P=(ABC) et par suite (ABC) : 2x +2y +z-10=0.

2. Soit (S) la sphere de centre (3, 3, 3) et de rayon 3.

6+6+3-10] 5

a) Ladistance du point | au plan (ABC) est d( (ABC)) —F=———=—=_-<3 donc (S) et (ABC)
Ja+4+1 3
sont sécant suivant un cercle.
b) Une équation du plan (OAB) est z=0 donc d( (OAB)) 5):!-
3
Une équation du plan (OAC) est y =0 donc d(l (OAC)) Mi
3
Une équation du plan (OBC) est x =0 donc d( (OAB)) bl-

Donc (S) et tangente aux plans (OAB), (OAC) et (OBC).
3. a) (S) et tangente aux plans (OAB), (OAC) et (OBC) donc S’ = h(S) est tangente aux plans
h((OAB)) = (OAB), h((OAC)) = (OAC) et h((OBC))=(OBC).
b) Le centre de (S’) est I’ = h(l) donc I'(3k, 3k, 3k).

|6k +6k +3k ~10] _ [15k—10]
Ja+ra+1 3

d(I',(ABC)) =

Pour que (S’) soit tangente au plan (ABC), il faut et il suffit que

[15k ~10]

d(I,(ABC))=3|k| < =3|k| < L5k —10|=9]|k| <> 15k ~10 =9k ou 15k —10 =-9k
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n

5
4. Llorsque k= 3 I'image du point | par h est |"(5, 5, 5) ; 1" est al’extérieur du tétragédre OABC.

Pour que la sphére (S’) soit tangente intérieurement aux quatre faces du tétraédre OABC, il faut que
1

z

k:i. Donc le centre de (S') est I’ E,l,l et son rayon est 3x L
15 555 15

Exercice 4

1. Soit nun entier.

Ona: 7=7(mod100), 7* =49 (mod100), 7°=43(mod100) et 7*=1(mod100)
llenrésulte: Sin=4p, peN, alors 7" El(modloo)

Sin=4p+1, peN, alors 7" 57(m0d100)

Sin=4p+2, peN, alors 7" 549(mod100)

Sin=4p+3, peN, alors 7" 543(m0d100)

2. Onadunepart: a=7%% 4720 771

D’autre part: 2009 =4x502+ 1 donc 72 =740+ (mod 100) o 7 =7 (mod 100)
2010=4x502 + 2 donc 7°%° =7%%"2 (mod100) < 7 =49 (mod100)
2011=4x502+ 3 donc 7% =7%% (m0d100) < 77 =43 (mod100)
Dot 7% +77° + 7% =99(mod100) <> a=-1(mod100) .

Ainsi, il existe un entier naturel k tel que a = 100k — 1.

100 . .
3. a) @™ =(100k—1) =" Cjy, (100k)™" (1)
i=0

100

= (100k)"” 100 (100k)™ +C?, (100k)™ — CZ, (100k)” +.....+ C, (100k)* ~100x 100k +1
=1007| K* (100K)™ ~k (00K)" +K*Cly, (100K)” —...-+k* ~k | +1

Par suite a~° El(modlooz)

b) On sait que a'® El(m0d1002) donc a'® =100? +1(mod1002) d’ou les quatre derniers

chiffres de a'® sont 0001.
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