Lycée Nafta : es Classe : 2™ Sciences 4
Chap.7 Fonctions de références

Fonctions du type f(x) = ax>+bx+ c;a # 0
1) La fonction carrée 11 s’agit de la fonction f définie sur IR par: f(x) = x2.

a)  Tracé point par point de la_courbe représentativie @empléter ce tableau de valeurs en utilisant la calculatrice.

'
N~

5 3 1 1 1 3
X -3 ) -2 ) -1 2 7 2 1 2 2

£(X) s | 2 1

4
Tracer la courbe représentative de: f(x) = x2.
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b)  Etude de la parite de

Soitx O IR, alors x O IR. Comparonsf (x) et f (-X) : f (-X) = ()2 =x2 =f (x).On dit quef est une fonction paire.
Graphiquement, cela signifie que les pointxM{(x)) et M’ (-x ; f (-x)) qui sont des points de la courbe représentatiesdet
symétriques par rapport @ke des ordonnéed a représentation graphique fdeedmet donc #xe des ordonnéepouraxe de
symeétrie.

c) Sens de variation dé D’apres le graphique, on peut établir le tableau de variatién de

-0 0 od
f est strictement croissante sur [Ocoft
¢ \ / f est strictement décroissante sus]: 0].

Par le calcul : Soieret etb deux nombres réels tels qae b. f(a) —f(b) =a2— =@ +b)(a—h)

e Siaeth sont positifs ou nuls, alora+b>0 et commea—b < 0, on déduit qud(a) —f(b) <0
Donc f est strictement croissante sur [Ox[+

e Siaeth sont négatifs ou nuls, alos+b <0 et commea—b < 0, on déduit qud(a) —f(b) > 0
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Donc f est strictement décroissante swr]-0].
La courbe représentative de f(x) = x? est une parabole. Le point O est appelé le sommet de la
parabole et la droite d’équation x = 0 est appelée I'axe de la parabole.

Remarque : On dit quef (x) tend vers +co quand x tend vers +oo ; f(x) tend vers +oo quand x tend vers —co.

2) Fonctions du type f(x) =ax* ;az0

a) ; ; _12
Tracé de la fonction f(x) = ; x Compléter le tableau suivant :
X -3 -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 3
1
Pl

Soit P la parabole d’équation : y = x?2 Tracer sur le graphique ci-dessous, la représentation de P: y = %xz

12+
1+ Pry=x

10+

-1+ 1
-24 2
34 -3t
Observation :

Le point M(x ; y) appartient a P’ si et seulementsi y = %xz, soit y = x? Le point N(x; 2y) appartient donc ala
parabole P.

On passe de M a N (donc de P’ a P), par une dilatation verticale de coefficient ............... etdeNaM (doncdeP aP’),
ar une dilatation verticale de coefficient .............ccccoeiiiinnns

. 1_,. . . .
En conclusion : Pour tracer P’:y = 2 x?apartirdeP:y = x2,onluifaitsubir ...

P':y = k.x? (k> 0),estdéduitedePpar......................

b) | Tracé de la fonction f(x) = —x?

Compléter le tableau suivant:

x -3 -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 3
Tracer sur le graphique ci-dessous, la représentation de P': y = —x?
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y
1R
P:y = x?
8l
74
64
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-1t 1
-2+ 2
-3+ 3
4t 4
-5+ 5
Py =—x2
-6+ -6r
-7+ A
-8+ 81
Observation : Le point M(x ; y) appartient a P’ si et seulementsi: y = —x? soit —y = x*

Le point N(x; —y) appartient donc a la parabole P. On passe de Ma N (doncde P’aP), parune .....................
etdeNaM (doncdePaP’), parune ...

En conclusion : Pour tracer P': y = —x2apartirde P: y = x?%, onlui fait Subir................cccoooooiiiiiiieee
P:y = —x? ,estdéduitedePpar..............

Fonctions du type f(x) =ax* ;a#0
Le plan est muni d'un repére orthogonal .Soit a un réel non nul. La courbe représentative de la fonction f définie
sur IR par f(x) =a x? ;a # 0, est une parabole de sommet O et d’axe de symétrie la droite d’équation: x = 0.
a>0 a<0
Compléter Si a > 0; f estcroissante sur ........................ et décroissante sur ............c..c.eeee.
Si a<0;festcroissantesur ........................ et décroissante Sur ...........ocevevveinnns

Exercice
Chaque parabole du graphique ci-dessous, représente une fonction du type : f(x) =m x2, ou m est une réelle.
1) Déterminer pour chaque parabole: C; ; C, ; C3; C4 et Cs la valeur de m correspondante.
2) Etudier pour chaque parabole les variations de f sur IR.
3) Préciser les coordonnées du sommet de chaque parabole.
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3) Fonctions du type f(x)=a(x—a)* ;az0

Tracé de la fonction f(x) = (x + 1)*

Compléter le tableau suivant :

X

-3

-2

-1,5

-0,5

0,5

1,5

(x + 1)?

Soit P la parabole d’équation :y = x2. Tracer sur le graphique ci-dessous, la représentation de P’ : y = (x + 1)

w1
>

4 4l
ot ol
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Observation: Si on applique la fonction f(x) = x? a (x + 1), onobtient: f(x + 1) = (x + 1)2
Le point M (x; y) appartient a P’ si et seulement siy = (x + 1)% Le point N (x + 1; y) appartient donc a la
parabole P.

On passe de M a N (donc de P’ a P), par une translation de vecteur ............... etde NaM (doncde P aP’), par une
translation de vecteur ...............
Comparons P et P’. P’ a-t-elle la méme allure que P ?.........c.c.c..cc.... Comment trace-t-on P’ a partir de P ?

Généralisation

Le plan est muni d'un repére orthogonal. Soit o un réel. La courbe représentative de la fonction f définie sur IR
par: f(x) = (x - a)?, estune parabole de sommet S (a, 0) et d’axe de symétrie la droite d’équation: x = a.

Exercice corrigé Le plan est rapporté a un repére orthonormé (voir dessin).
1) On considére la parabole P, : y = (x - 1) Déterminer le sommet et 'axe de P;, puis construire P;.
2) Dans le méme repeére, construire les paraboles: P,:y =3(x- 1)? ; Py:y =-2(x- 1)?; P:y =§ (x- 1)2.
74
64

51

Correction
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P;; P,; P;; etP, ontle méme sommet S(1 ;0)
Généralisation

Fonctions du type f(x) = a(x- $)?;a # 0
Le plan est muni d'un repére orthogonal (O ; T; f) .Soit @ un réel non nul et § un réel. La courbe représentative de

la fonction f définie sur IR par: f(x) = a (x-)?;a # 0, estune parabole de sommet S (8 ; 0) et d’axe de symétrie
la droite d’équation: x = f.

4) Fonctions du type f(x) = x* + a

Tracé de la fonction f(x) = x? + 2

Compléter le tableau suivant :

X -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 3
x2 + 2

Tracer sur le graphique ci-dessous, la représentationde P:y = x* etcellede P’:y = x* + 2.

s~

Observation: Le point M (x; ) appartient a P’ si et seulementsi y = x*+ 2,soit y —2 = x?
Le point N (x; y — 2) appartient donc a la parabole P.
On passe de M a N (donc de P’ a P), par une translation de vecteur ............ et de N a M (donc de P a P’), par une
translation de vecteur ................

En conclusion : Pour tracer P’: y = x*+ 2 apartirdeP:y = x? onluifaitsubir ............cccco.....
Généralisation :

Le plan est muni d'un repére orthogonal (O ; T; f) .

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = x? et P sa parabole. Soit g la fonction définie sur IR par:

g(x) = x*+ B, ou B unréel donné. On note P’ la courbe représentative de g.

P’ est 'image de la parabole P par la translation de vecteur ,BT sonsommet est S (0; f).etsonaxede
symétrie estla droite d’équation: x = 0

Exercice corrigé
Le plan est rapporté a un repére orthogonal (O ; T; f)

GUESMIA AZIZA WW' Ebrctions de rr'fc’rerﬁepq} <078 Page 6/13




Dans chacun des cas suivants, déterminer le sommet et '’axe de la parabole P, puis la construire.

a)Pyiy = x *+ 3; b)Py:iy=x*—-2 ; C)P3:y=x2—§.

Correction

La parabole P; a pour sommet S; (0; 3) son axe de symétrie estla droite d’équation: x = 0
La parabole P, a pour sommet S, (0;-2) son axe de symétrie estla droite d’équation: x = 0

9 - o g .
La parabole P; a pour sommet S; (0 ;—5) son axe de symétrie estla droite d’équation: x = 0

5) Fonctions du type f(x) = ax* +bx+¢ avec a+ 0

Activité

Le plan est rapporte a un repére orthogonal.

1) On considére la fonction g définie sur IR par: g(x) = 2 x? + 4 x - 1 On désigne par C sa courbe représentative.
a) Vérifier que, pour toutréel x, 2x2+4x-1= 2 (x +1)?- 3.
b) Construire la parabole P d’équation y = 2(x + 1)?, puis la courbe C.

2) Soit fla fonction définie sur IR par: f(x) = ax? + ax + c,oua, b etc des réels avec a # 0.

a) Ecrire f(x) sous la formef (x) = a (x-p)? + g, ou p et q sont deux réels que I'on déterminera en fonction de a, b
etc.

b) On admet que la courbe représentative de f est une parabole. Déterminer son sommet et I'équation de son axe.

Généralisation ;

Soit a, b et c trois réels avec a # O.
Soit fla fonction définie sur IR par f(x) = ax?+ bx + c.f(x) peuts’écrire sous la forme :
2
f(x) =a(x- a)” + B ouaetp sontdeux réels.
Le plan est muni d’'un repére orthogonal. La courbe représentative de la fonction f définie sur IR par:
f(x) = a(x- a)? + Bestune parabole de sommet S(a , B) et d’axe de symétrie la droite d’équation: x = a.

Exercicel

Dans le graphique ci-dessous, trois paraboles, courbes représentatives de trois fonctions trindmes f, g et h telles que
2

fO) = (x-1) +2; gx)=x*+2 et h(x) =-x% + 2x + 3.

Associer a chaque fonction sa courbe représentative.
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Exercice2
Dans le graphique ci-dessous, Py, P 2, P 3 et P 4 sont quatre paraboles. Pour chacune d’elles, préciser le sommet et
I'équation de I'axe.

Théoreme_a € IR, b € IR ,c € IR. Tout polynéme du'® degréP(x) = ax? + bx + c peut s’écrire sous la forme :

2_
PX)=a(x-a)*+f olla = - % etﬁ’:—b4:ac

Remarque pratique : P(x) =a (x —¢) >+ fol a = - % et f=P(a)

(b*- 4ac est le discriminant not&)

Théoréme La représentation graphique d’une fonction polyndme définitRsparf(x) = ax’ + bx + ¢ aveca# 0 est une
parabole. Son sommet & @) a pour abscisse = - % et pour ordonnéep = P@).

0 Sia> 0, la parabole est tournée vers le haut.
0 Sia<0, laparabole est tournée vers le bas.

Théoréme : Soitun trindme ave§(x) = ax’ + bx +c
0 S 4>0, alors f admet deux racines
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0 Si4 =0 alorsf admet une racine (double)
0 Si4 <0 alorsf n"admet pas de racine.

Résoudre I'équationx’ + bx + ¢ = Orevient & résoudre I'équatid¥(x) = 0 c'est-a-dire chercher les racines de P
Graphiquement, les solutions Béx) = 0 sont les abscisses des points d'intersectionsdev€c I'axe des abscisses
L’existence des solutions dépend du signelidariminant 4 = b® - 4ac

Représentation : Nombres de Signe deP(x) = axX +bx +c Factorisation
Parabole racines
Valeur des
racines
A>0
a=0 Deux racines
x, etx,
[ , | X -00 X, Xy 10
L v %2 —-b— VA . . . P(x) = ...
Za T X0n=— signe signe signe
b de ... de ... de...
X | X:_. 2a P(x)
‘ l _—b+VA
! Cp a=0 2= "4
A=0
a=0 ¥="27 Une racine
X -00 X -0
' I —b P(x) =...
Cpo Yo =50 signe signe ()
P(x) de ... de....
b
g=-—
2a CP 3<0
A<O
b
a=0 2a X -00
— Aucune racine s Pas de
réel Signe de ... factorisation
Cp P(x)
b Cp a<o
“2a

Exercice corrigé

Soit fla fonction définie sur IR par f(x) = 3x? —21x + 18

1) Déterminer les racinesde f: (a=3;b=-21,;,c=18)

Racines de f: A=b?-4ac=(-21)2-4x3x 18 .

A > 0 donc fadmet deux racines distinctes x; =

A =225

—b—VA __(—21)-v225 _

_ —b+VA _ —(-21)+V225 _

6

2a

1 et Xy

2X3 2a

2X3

2) En déduire le signe de f{x) sur IR (Cf est une parabole tournée vers le haut. Elle coupe I'axe des abscisses en 1 et 6)

Tableau de signes de f{x) :

X -00

) +

3) Résoudre f(x) 2 0

D’apres le tableau de signe de f, I'inéquation a pour solution : ]-co ; 1JU[6; +00 [
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Cf: f(x) = 3x% —21x + 18

121

- 164

- 204+

6) Fonctions du type f(x)=Vx+b
1. Etude de la fonction racine carréef(x) = Vx

La fonction :f (x) = +/x est définie sur IR

Propriété 1 La fonction racine carrée est strictement croissante sur 'intervalle [0 ; +oo].

eTableau de variations

¢ Représentation graphique

X 0 + 00

W

Démonstration 1:

Soit a et b deux réels tels que 0 s a

(Vb -Va)x(¥b++Va) _  b-a
b +Va) " (/b +Va)

<b. Onadonch-a>0.f(b) — f(a) =vVb —+a=

or (Wb + va) > 0,donc f(b) — f(a) estdusignede (b —a).Ainsi f(b) —f(a) >0 etdonc f(a) < f(b).
La fonction f est strictement croissante sur l'intervalle [0 ; +oo[.
2. Positions relatives dex, v/x et x?(pour x positif)

Propriété 2 * Pour tout nombre réel x de I'intervalle [0; 1] , x? < x < Vx

* Pour tout nombre réel x de 'intervalle [1; +oo[, x% < x <+x

i f(x) =/x? fxy=x
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Démonstration 2 :
e 0<x<1.Enmultipliant chacun des membres par x , on obtient donc 0 <x?<x (1)
La fonction racine carrée étant croissante sur [0 ; +oo[ , on peut écrire /0 <Vx? < Vx,donc0 < x < +/x (2)
Finalement, on déduite de (1) et (2) que x? <x <+/x
e 1< x Onmultiplie chacun des membres par x, on obtient x < x2.
Puisque la fonction racine carré est strictement croissante sur [0 ; +oo[ , alors Vx < x .Ainsi Vx < x < x2
Activité
Le plan est muni d'un repére (0 ; T ; J) .Soient f et g les fonctions de IR vers IR telles que: f(x) = Vx ; g(x) = vx + 2
1) a) Déterminer I'ensemble de définition D de la fonction g.
b) Etudier les variations de g sur D.
2) On désigne par C et C’ les courbes représentatives de f et g.
On considére la translation T de vecteur -27 . Soit M(x, ¥) un point du plan et M’'(x’, y ') son image par T.
Montrer que M(x , y) appartient a C équivauta M’(x’,y ’) appartienta C’.
Tracer la courbe C puis la courbe C’ dans le méme repére ci dessous.

y

514

34

21

14

1 O
14
Correction activité
y
34
21
gx)=~x+2
1+
_:3 o .:1 o) i é é 4:1 X
14
Généralisation ;
Le plan est muni d'un repére orthogonal (O ; T; f). di
Ci-contre, la courbe représentative de la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par: 24
gx) = Vx )
La courbe représentative de la fonction f définie par f(x) = vVx + b estl'image 1
par la translation de vecteur —b7 de la courbe de la fonction g définie sur [0, +oo] ' ' ' ' '
0 1 2 3 4 5 x
par g(x) = Vx
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7)  Lafonction inverse. Fonctions du type f(x) :g

Il s’agit de la fonction g définie sur l'intervalle [=]—oc0; 0[ U ]0; +oo[ par: g(x) = lx
a) Tracé point par point de la courbe représentative de g
Tableau de valeurs :
5 3 1 1 1 1 3 5
X -5 -3 ) -2 ) -1 ) 2 2 2 1 2 2 2 3 5
1 1 2 1 2 2 1 2 1 1
IO 5| 35| 2| 3| A Al 32535
On peut alors tracer la courbe représentative de g.
y
31
21
1
g(x) = -
14+
3 jl X
b)
Soit x O T alors —x[I.
1 1
Comparer g(x) etg(—x): g(—x) = e ivi g(x). Ondit que g est une fonction impaire.

Graphiquement, cela signifie que les points M(x ; g(x)) et M’(-x ; g(-x)) qui sont des points de la courbe

représentative de g sont symétriques par rapport a I'origine du repére.
La représentation graphique de g admet donc I'origine du repére pour centre de symétrie.
c) sensde variationdeg

D’apreés le graphique, on peut établir le tableau de variation de g.
X -0 0 +00

Par le calcul : si a et b sont deux réels non nuls tels que a < b.
1 1 b-a
g@-gb)=_-7="p
Si a et b sont strictement positifs, ab > 0 et comme b - a > 0, on déduit que g(a) - g(b) > 0
Donc g est strictement décroissante sur 0 ; +oo].
Si a et b sont strictement négatifs, ab < 0 et comme b - a > 0, on déduit que g(a) - g(b) >0
Donc g est strictement décroissante sugo]: OJ.
Généralisation :

g est strictement décroissante sur ]-c0; O] et sur]0 ; +oo[.

Fonctions du type f(x) = ‘—;; az0

Le plan est muni d'un repére orthogonal (O ; T; f) .Soit a un réel non nul.
La courbe représentative de la fonction f définie sur IR* par f(x) = % est une hyperbole de centre O et
d’asymptotes les droites d’équations x = Oety = 0.
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Exercice
1) Soit le fonction affine définie par f(0) = 4etf(2) = 0.

a- Déterminer I'équation de la courbe représentative de f.
b- Tracer cette courbe dans un repére orthonormé d’unité graphique 1 cm pour x O [ 0; 4 ]. Soit (A) cette courbe
représentative.

2) Déterminer I’équation de la droite (D) paralléle a (A) passant par I'origine des axes.

3) Soit la fonction g définie par g(x) = %
a- Dansle méme repere, tracer la courbe (C) représentative de g, sur I'intervalle ] 0; 4 [.
b- Déterminer graphiquement les coordonnées du point d’intersection de (A) et (C).

8) Fonctions du type f(x)= g +B
Activité

Le plan est muni d'un repére orthogonal(O 0T f) On désigne par H I'hyperbole d’équation :y = !

X

On considére la fonction f définie sur IR* par f(x) = -+ 2 et on note C sa courbe représentative.

a) Montrer que C est I'image de H par la translation de vecteur 2j.
b) On admet que la courbe C est une hyperbole.

Préciser le centre et les asymptotes de C.

c) Tracer H et C dans le méme repere.

Généralisations :

Fonctions du type f(x) = ‘—; +B;az0

Le plan est muni d'un repére orthogonal (O ; T; f) .Soit a un réel non nul. La courbe représentative de
la fonction f définie sur IR* par f(x) = ‘—; + B est une hyperbole de centre I( 0; 8 ) et d’asymptotes les

droites d’équationsx = Oety = f.
a

Fonctions du type f(x) = ol 0

Le plan est muni d'un repére orthogonal (O ; T; f) .
Soit a un réel non nul et « un réel. La courbe représentative de la fonction f définie sur IR/{—a} par

fx)= p : 5 estune hyperbole de centre I( a ; 0 ) et d’'asymptotes les droites d’équations x = —a et
y = 0.

, ax+b
Fonctions du type f(x) = ord’ €% 0

Le plan est muni d'un repére orthogonal (O ; T; f) .
Soit a, b, c et d quatre réels, avec c non nul. La courbe représentative de la fonction f définie sur

IR/ { _—Cd} par f(x) = C:j:_ts est une hyperbole de centre I( ; %) et d’asymptotes les droites d’équations
—-d a
X = ety = =
Exercice Colorer en rouge la fonction f(x) = ii;l Colorer en vert la fonction g(x) = %
Colorer en bleu la fonctidr(x) :% Colorer en jaune la fonctiop(x) = % -3
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