Prof:Queslati Aymen serie de revision
*Aritmetique.proba,espace*

Exercice 1 :

Indiquer si1 la proposition suivante est vrale ou fausse et don-
ner une démonstration de la réponse choisie.

“Il existe un seul couple (a, ; b) de nombres entiers na-
turels, tel que -
a<b ; PPCM((a;b)— PGCD(a;b) =17
Exercice 2 :

Indiquer si la proposition suivante est vraie ou fausse et don-
ner une démonstration de la réponse choisie.

“On consideéere l'équation -
() : x2 — 52z + 480 = 0
ol x est un entier naturel.
Il existe deux entiers naturels non nuls dont le PGC )
et le PPCM sont solutions de 'équation (I).”
Exercice 3 :

Te bhbut de T"exercice est d’étudier certaines propriéetées de diwvi-
sibilite de 1"'emtier 4" — 1, lorsgue 7 est un entier maturel.

On rappelle la propriétée conmnue sous le mom de petit théo-
réme de Fermat @ “Si p est un nombre entier premicer et o 1in
enticr naturel premicer avec p. alors aP—1 — 1 = O (rmrod. p) 7’

Partie A. Quelgues exemples.

1. Démontrer que., pour tout entier naturel 7, 17 est congru
a 1 modulo 3.

2. Prouver a 1’aide du petit théoréme de Fermat, que 475 1
est divisible par 290

B Pour 1 == 7 = <4, déterminer le reste de la division de <47
Prar 17. Fn déeduire gque, pour tout entier A&, le mombre
415 1 est divisible par 17.

<. Pour guels entiers naturels 7 le nombre 4™ — 1 est-il di-
visible par 57

5. M 1Tadde des guestions précéedentes, déterminer guatre di-
wviseurs premiers de A% — 1.

Partie B. Divisibilite par un nombre premier

Soit p un nombre premier diffléerent de 2.

1. Démontrer gqu’il existe un entier vz = 1 tel gue :
A4 = 1 {mod. p).
2. Soit 72 = 1 un entier naturel tel que 47 = 1 {(mod.p).
On note & le plus petit entier stricterment positifl tel gue
4% = 1 (mod.p) et 7 le reste de la division euclidienme

de 2 par b

a. Démontrer que A7 = 1 {mod.p). En déduire que » — 0.

. Prouver 1'éguivalence : 4™ — 1 est divisible par p =i, et
sculement si, 72 est multiple de &6.

<. Fn déeduire gue & divise pp — 1.
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Exercice 4 :
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1. Omn comsidére ’'équation (F) :
1092 — 226y — 1
ou x et y sont des entiers relatifs.

a. Déterminer le pged de 109 et 226. Que peut-on en
conclure pour 1'équation (/)7

b. Montrer que I'ensemble des solutions de
(F/) est l'ensemble des couples de la forme
(141 + 226k ; 68 + 1[]9}’47), ou k appartient a Z.

En déduire qu’il existe un unique entier naturel non
nul d inférieur ou égal a 226 et un unique entier natu-
rel non nul e tels que 109d = 1 -+ 226e.

(On précisera les valeurs des entiers d et e)

2. Démontrer que 227 est un nombre premier.

Exercice 4 :

Une usine produit des sacs. Chaque sac fabriqué peut présenter deux défauts : le défaut a et le défaut b.
Un sac est dit défectueux s'il présente au moins I'un des deux défauts.
1. Dans cette question les probabilités demandées seront données avec leurs valeurs décimales exactes.
On préléve un sac au hasard dans la production d'une journée.
On note Al' événement « le sac présente le défaut a » et B I'événement « le sac présente le défaut

b». Les probabilités des événements A et B sont respectivement P(A) = 0,02 et P(B) =0,01; on
suppose que ces deux événements sont indépendants.

a. Calculer la probabilité de I'événement C « le sac prélevé présente le défaut a et le défaut b ».
b. Calculer la probabilité de I'événement D « le sac est défectueux ».
c. Calculer la probabilité de I'événement E « le sac ne présente aucun défaut ».
d. Sachant que le sac présente le défaut a, quelle est la probabilité qu'il présente aussile défaut
b?
2. On suppose que la probabilité (arrondie au centiéme) qu'un sac soit défectueux est égale 4 0,03.

On préléve au hasard un échantillon de 100 sacs dans la production d'une journée. La produc-
tion est suffisamment importante pour que l'on assimile ce prélévement a un tirage avec remise
de 100 sacs. On considére la variable aléatoire X qui, 4 tout prélévement de 100 sacs, associe le
nombre de sacs défectueux.

a. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on précisera les paramétres.

b. Quelle est la probabilité de I'événement « au moins un sac est défectueux»? On arrondira
cette probabilité au centiéme. Interpréter ce résultat.

c. Calculer 'espérance mathématique de la variable aléatoire X.
Interpréter ce résultat dans le cadre de I'énoncé.
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Exercice 5 :

L’eslﬂf ejt rapporté a un repére orthonormé direct ’ll . ‘ I e
(O,01,0J,0k). 1| || P '
Dans la figure ci-contre ABCD est un tétraédre P’""'—_::-_- 4. 1"
tel que OD =60I1+60J+60K LT L
1. a. Préciser les coordonnées de chacun des | ! el T
points A, B, C et E. | i
b. Verifier que AC A AB = OD.
¢. En déduire l'aire du triangle ABC.
d. Calculer le volume du tétraédre ABCD.
2. a. Donner une équation cartésienne du plan
P = (ABC) puis vérifier que le point E appartient & P.
b. Soit S I'ensemble des points M(x ,y, z) tels que :
X +y?+27 -2x-8y—62+23=0. )
Montrer que S est une sphére dont on précisera *‘/
le rayon et les coordonnées de son centre.
c. Montrer que S et P sont tangents en B.
3. Soit f 'application de I'espace dans lui-méme qui & tout point M(x, y, z) associe le point M(X, ¥, Z")

 —r
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- —

’[nalquta'x'—i;wi . et z'—iz
) 2 2’y 2y 2

a. Montrer que f est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport.
b. Montrer que f(S) et P sont tangents en un point dont on précisera les coordonnées.
Exercice 6 :

E H
L’espace est orienté dans le sens direct. ABCDEFGH est un cube d’aréte I
1 et J est le milieu de [AB]. F ! G
Le plan 42 passant par J et paralléle au plan (ACF') coupe la droite (BC) !
en K. )'_ _____ —_Jp
Soit h 'homothétie de centre B et qui transforme A en J. e
B C

1. Déterminer le rapport de h.
2. (a) Déterminer I'image par h du plan (ACF).
(b) Déduire que h(C)=K.

3. On muni Pespace du repere orthonormé direct (A, AB(, AD', AEK).

(a) Calculer ﬁ A ﬁ puis déduire qu'une équation cartésienne du plan (ACF) est z—y—2z =0.
(b) Calculer le volume V du tétraedre ACFH.
(c) En déduire le volume V' du tétraédre image du tétraédre ACFH par 'homothétie h.

4. Soit (8) la sphere de centre B et passant par D. Montrer que le plan (ACF) coupe (S) suivant un

cercle € dont on précisera le centre w et le rayon r.
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