Généralités sur les suites réelles | 2009

I Notion de suite réelle
1) Définition :

Soit I une partie non vide de IN. On appelle suite réelle définie sur I, toute

application U de I dans IR.

» Leréel U(n) est noté U, il est appelé terme général de la suite U. Cette notation
est appelée notation indicielle.

Une suite U, définie sur I, est aussi notée (Un)u€E 1.

Si I est fini, la suite est dite finie.

Si I est infini, la suite est dite infinie.

Lasomme Ug+Uj+ .cooeoae..... + U, est notée Z?zo U;

vV V VY

2) Mode de présentation d’une suite
Une suite réelle est définie soit par :

> Son terme général U,.. (Pour tout entier naturel n, on peut déterminer
directement U,,)

Exemple : U, =2n* - 3; V,=vn — 5 (Attention (V.) est définie pour n = 5).

» Une relation de récurrence.

UO = 1
E le : (U,,) défini IN . E tant de Up =1,
xemple : (U,) définie sur par {Un+1= \/TUIZ, n partant de Uy

permet de calculer de proche en proche les termes de la suite (Uy)

Wy=1, W, =3
(Wn) définie sur IN par {Wn+02 _ Wn+12 W, En partant de Wo=1et Wy =3,

permet de calculer de proche en proche les termes de la suite (W,). (W3 = W2+
Wi=1+3=4)

Remarque : Parfois d’une relation de récurrence, on peut déterminer le terme

général.
3) Suites arithmétiques :
a) Deéfinition :

Soit noun élément de IN et I = {n € IN, n 2 no}.
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Une suite U, définie sur I, est une suite arithmétique s’il existe un réel r tel que,
pour tout n de I, on ait : U, +1= U, + r. Le réel r est appelée la raison de la suite U.
b) Remarque : Pour montrer qu’une telle suite est arithmétique, soit exprimer U, +1 en
fonction de U, telle que U, +1= U, + r, soit montrer que U, +1— U, =r (r est une
constante ne dépend pas de n).
¢) Exemple : (U,) définie sur IN telle que Uy =2 et U,+1 = U, + 5, est arithmétique de
raison 5.
d) Conséquences : Soit U une suite arithmétique de premier terme Uy et de raison r.
» PourtoutndeIN,ona:U,=U;+nr

n(Up+ Up—q)

> La somme des n premlers termes de cette suite est : Sn 3 2

En général, s = YiLpUj=(n—p+ 1)(Un+Up)

e) Exercice : (Le but de cet exercice c’est déterminer I’expression du terme général

U. de la suit(U,) définie par une relation de récurrence faisant intervenir la
notion d’une suite arithmétique).

Enoncé :

Soit (Uy) la suite définie sur IN par
2
U,.=+3+U;

1) a) Calculer Uet Us
b) Vérifier que la suite (U,) n’est pas arithmétique

2) Soit (V) la suite définie sur IN par V =1+U?
a) Montrer que (V) est une suite arithmétique de raison r =3
b) Exprimer V, en fonction de n puis U, en fonction de n.

Corrige

l)a) Uy=2et Us=+7
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b) On a U;— Ug# Uz — U, et par suite (Uy,) n’est pas arithmétique.
2) a) OnaVyy =14 UZ,; =1+ 3+ U2) =3+ 1+ U2 =3+ V,; par suite
(Vu) est une Suite arithmétique de raison 3.
b) Vi,=Vy+3ntel que Vo=1 +U§ =2etdoncV,=2 + 3n.
OrvV,=1+ U,z1 signifie que 2 +3n =1+ Ur2, par suite U, = V1 + 3n.
Puisqu’elle est a termes positifs.
4) Suites géométriques :
a) Deéfinition :
Soit ngun élément de IN et I = {n € IN, n = no}.
Une suite U, définie sur I, est une suite géométrique s’il existe un réel q tel que,
pour tout n de I, on ait : U, +1= qU,. Le réel q est appelée la raison de la suite U.
b) Remarque tPour montrer qu’une telle suite est géométrique, soit exprimer U, +1

. ] U
en fonction de U, telle que U, +1 = qU,, soit montrer que ZH
n

= q (q est une
constante ne dépend pas de n).
c) Conséquences ¢ Soit U une suite géométrique de premier terme Uy et de raison
non nulle q.

» PourtoutndelIN,ona:U,=q"Up

» Lasomme des n premiers termes de cette suite est : S, =
0o (25)
014 ,siq #1
nU,,siq=1
. 1- P+l .
En général :S = }iZpU; = UO(T) siq #1;S=(m—-p+U,siqg=1
II — Monotonie d’une suite

a) Vocabulaires
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Soit ng un entier naturel et U une suite définie sur I = {n € IN, n = no}.

» Sipour toutnde I, U,+1= Uy, on dit que (U,) est constante sur L.
»  Sipour tout ndel, Uy+12 Uy, on dit que (U,) est croissante sur 1.
» Sipour toutnde I, U,+1< Uy, on dit que (Uy) est décroissante sur 1.
+¢ Une suite es dite non monotone si elle ni constante, ni croissante, ni
décroissante. (Exemple U, = (- 1)"; c’est une suite alternée)

b) Méthodes pour étudier la monotonie d’une suite

s 1%e méthode
Etudier la monotonie d’une suite U revient a déterminer le signe de U, +1— U,
s 2¢me ;méthode
Pour une suite U a termes strictement positifs, étudier la monotonie de la suite
Unt1 Al

U, revient a comparer
n
Unt1

= 1, la suite est constante.
n

e Sipour toutn de IN,

. U, . .
e Sipour toutn de IN, Z—H = 1, la suite est croissante.
n

Unt1

e  Sipour tout n de IN, < 1, la suite est décroissante.

n

s 3Jéme méthode

Si une suite U est définie sur IN par : U, = f(n), Etudier la monotonie de U,

revient a étudier le sens de variation de f sur [0 ; + o [.

o 4éme méthode

Si une suite U est définie sur IN par : U, +1 = f(U,), Etudier la monotonie de U,
revient a comparer f(x) a x. (a I’aide de la représentation graphique de f et la
droite d’équation y = x).

IT — Convergence des suites réelles
1) Définition : (Limite finie)
Soit no un entier naturel et U une suite définie sur I = {n € IN, n = no} et 1 un réel
On dit que la suite U admet pour limite 1, si pour tout réel € strictement positif, il
existe un entier naturel p tel que: (m€letn2>p)= U, — 1| < ¢

»  On dit que la suite U converge vers 1.
» Lorsque la suite n’est pas convergente, on dit qu’elle est divergente.

2) Théoréme 1 : Si une suite admet une limite 1, alors cette limite est unique.
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3) Théoréme 2 : Toute suite convergente est bornée.
4) Théoréme 3 : - Toute suite croissante et majorée est convergente.
- Toute suite décroissante et minorée est convergente.
I1I- Image d’une suite par une fonction continue
1) Théoréme 1 :
Siune fonction f est continue en 1 (1 € IR) et si une suite U converge vers 1, alors la
suite (f(U,)) converge vers f(1).
2) Exemple : Soit la suite V définie sur IN* par: Vn =n sini . Déterminons
limy, ;00 Vi

.1
sin—
— n

Pour n de IN*, on peut écrire : V, =

3R

Soit U la suite définie sur IN* par : U, = rll et f la fonction définie sur IR par :

. La suite U converge vers 0 et la fonction f est continue en 0

{f(x) = % six #0
f(0) =1

( puisque limy, , 4o % = 1). Alors la suite (f(U,)) converge vers £(0), c'est-a-dire
lim, ;o Vo= 1.
3) Corollaire :
Soit f une fonction continue sur un intervalle D et soit U une suite a valeurs dans
D qui converge vers un réel 1. Si U, +1 = f(U,) et sil € D alors 1 = (1)
4) Exemple :
Enonceé :

U0=1

Soit la suite U définie sur IN par : {Un+1 - JZ¥ 0,
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1) Montrer que la suite U est positive.
2) Montrer que la suite U est majorée par 2 et qu’elle converge vers un réel 1 >0
3) Déterminer 1.
Corrige
1) Montrons par récurrence que pour tout n de IN, Un > 0
Ona:Uj>0et U =+v3>0.Soitn > 1 et supposons que U, > 0 et montrons
que U,+1> 0.
Ona: UH>O$2+Un>0:m>0@Un+1>0etd0ncUestpositive.
2) Montrons par récurrence que la suite U est croissante et puis majorée par 2 pour
qu’on puisse conclure qu’elle est convergente.
% Montrons par récurrence, que pour tout n de IN, U, <2.
OnaUp=1<2et U =vV3<2.
Soit p € IN. Supposons que U, < 2 et montrons que Up+1 <2
Ona:U,<2 = Uy,+2 <4
> JU,F2Z < V3
= Up+1£2
I1 en résulte, d’aprés le principe de raisonnement par récurrence, que la suite U est
majorée par 2.
% Ona:Uj=1et U =+/3alors Uy< U
Soit p € IN. Supposons que U, < U, +1 et montrons que U,+1 < U, +2

Ona:U,<Up+1 = 2+U,<2+U,+

> J2+ U, < 2+ Upyy

= Up+1<Up+2
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I1 en résulte, d’apreés le principe de raisonnement par récurrence, que la suite U est

croissante.

< La suite U, étant croissante et majorée donc elle converge vers un réel 1. Comme,

pour tout n de IN, U, 20 alors12>0
3) Ona: U,+:=1(U,) ouf estla fonction x —p V2 + X. La fonction f étant continue,
On déduit du corollaire précédent que : 1 = f(l) c'est-a-dire | = V2 + 1. Il suit : 1 = 2
IV — Etude de suites définies par une somme

Exercice 1 :

Enoncé :
. . e 1 1 1 1
Soit la suite U définie sur IN* par: U, =S+ -+ S+ i+
1 2 3 n
1) Etudier la monotonie de la suite U.
2) a) Mont toutk>2, = < —— 2
) a) Montrer que, pour tout k = 2, 2 N )

P 1
b) En déduire que, pour tout n de IN*, U, <2 — -
3) En déduire que la suite U est convergente et que la limite est inférieure ou égale a 2

Corrige

1 1

1 1 1 1 1 1
1) U"+|—Un:(1—2+2—2+ 3—2+ ...... + +—)—(1—2+2—2+3—2

nZ = (n+1)?2

1
ot )

\ 1
N\ (n+1)2

> 0. Donc la suite U est strictement croissante.

2) a) Pourk22,—— == —— > —eneffet 0 <k*- k < k?

b) D’apres I'inégalité précédente, on déduit que :

1 1 1
2z <7173
2 2-1 2
1 1 1
2 <3373
3 3-1 3
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1 1 1
(n-1)2 n-2 n-1
1 1
2 <ai .
n n-1 n
.. . . 1 1
On additionne membre & membre, on obtient : — + 2 + o + = <1- -

L1 ,1 1 1 1
et parsuite 5+ —+ 2+ .. +n—<1+(1—;).

Il en résulte que U, <2 — %
3) D’apreés 2) b), on déduit que la suite U est majorée par 2 et d’apres 1) elle est
croissante, il en résulte qu’elle est convergente vers un réel 1 < 2.
Exercice 2 :

Enoncé :

, 1
1) Montrer par récurrence que, pour tout nde IN*, — <
n!

— 2n-1
2) On considére la suite (U,) définie sur IN* par: U, = 1 + T + =
TR REY n

Déduire de la premiére question que cette suite est majorée par 3.

En déduire qu’elle est convergente.

Corrige

1) On vérifie cette relation pourn =1,n=2etn = 3.

1 1
et montrons que —— < —

. 1
Soit p € IN. Supposons que o Py

(p+1)! — 2P
1 1 1 1 1 1 1 1
= < = < = = ffetp=>2;— < -
Ona p! — 2p1 (p+1)p! — (p+1)2P~1 T 2x2P=1 2P enclietp = ‘p+1 T 2
1 1
S —
(p+1)! 2P
2) D’apres la relation de récurrence précédente, on déduit que :
11
1 = 20
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12
20 T 2t
1_
n! — 2n-1
. N . 1, 1,1 1 k
On additionne membre a membre, on obtient : TR + oS <Yz ( )
0 1 1 n
ainsi +1+l+ ...... +i_(l) (21)) < 11=2
1! 2! 3! n! 2 1- 3 1- 3
etparsu1te1+ T2 + + ...... +%S1+2=3
Il en résulte que U, <3
Ona:Upi1-Up=—— > 0, alors la suite (Uy,) est croissante de plus majorée

(n+1)!
donc convergente

Exercice 3 :
Enoncé :

Soit a un réel strictement positif. On pose, pour tout entier naturel n > 1,
a (a a? a
L= Cetdt et S, = T+at+ =+ .. +—

1) Montrer quee* =1+a+ foa(a -t)etdt= S, + I

al’l+1

2) Démontrer que I, = @ + I

3) Démontrer par récurrence que € = S, + I

4) Montrer que la suite S, est croissante et majorée par €2

n
5) En déduire que lim, _, 4 o — = 0

n!
6) Calculer fa (a dt, en déduire que 0 < [, < R
0 1 n (n+ 1)!
M I I 1 « ) = ea
7) Montrer alors que lim,, |, . (1 +a+ E+ ...... + E)—e
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Corrige

, _ _ra@-vr a t
1) Ona:DunepartSl—l+aet11—f0Te dt = fo(a—t)e dt

Parsuite S + 1= 1+a+ [j@a—te'dt

D’autre part en intégrant par partie foa(a —t)e'dtenposantu=(a—t);u =-1

et v’ =e'; v =e', on obtient foa(a —petdt=[(a-t)e5+ foa et dt
=—a+e*—-1

et parsuitee® =1 +a+ foa(a —t)etdt

Il en résulte que e® =1+ a + foa(a —t)etdt =S5 +1

,_Q@-v" _  (@a-p™?

a(a- " ¢ e-vy
) — e dt, en posant u’ = su= (nr1)!

2) En intégrant par partie I, = || o

etv=-e'; v’ =e! on obtient

_ra@-v" ¢ @-p™ g a(a- ottt
In_fo n! € dt_[ (n+1)! e]0+ fO (n +1)! e dt

an+1

[—

v aro T |

3)Ona:e® = S; + Ij(d’aprés 1))
Soit p € IN. Supposons que e = S, + [, et montrons que € = S, + I54q

ap+1

a? aP+1
Ona: S,+1=1+a+ TS + ——etl,+1=1,- ey

ey —— (d’apres 2))

En déduit que Sp1 + Iy = Sp+ [ =

n+1

4) Ona:Sy+1-S, =

) = 0, par suite la suite (S,) est croissante

Ona:1,>0 eneffet pout 0<t<aona: (a—t)">Oetparsu1tef @-9 etdt >0
Ainsi S, = e® — I, < e? et par suite (S,) est majorée par €2

5) On a d’apres 4), la suite (Sy) est croissante et majorée, alors elle est convergente et par
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n

. . a
suite lim,, , 4 o = 0
. _ a(a_ t)n o (a _ t)n+1 a _ al’1+1 al’1+1 a a
6) Ona.L.—fO —~ dt= [ ot D! 16 = Gr Dl S GrDi© care >1
an+ 1
2 < a
Il en résulte que 0 < I, < Y e
. a™ . . a™tl .
7) Ona:lim, o P 0 signifie que lim,, _, ; & i 0, ainsi
. amtt a an+1 .
hmn_,+oome =€ (llmn_,+°om)=Oetd0ncllmn_,+°oln=0

Orona:S,+ [, = e en déduit que lim, , , ,, S, = €?, autrement dit
. a?
lim, 4 o(1+a+ 4 .. + n—)=ea
Remarque : Concernant la limite de la suite (U,) de exercice n°2, en déduit que
lim, ., ; » U, = e puisque a = 1.
Exercice 4 :

Enonceé
n est un entier strictement supérieur a 1.
Soit f,, la fonction définie sur |0 ; + o[ par : f,(x) = x"In(x) .
1. Etudier les variations de f,.
2. Donner 'allure générale des courbes représentatives (,, des fonctions f,. On
précisera en particulier, leurs positions relatives.
3. Démontrer que ’équation f,(x) =1 admet une solution unique X, et que 1 <
Xy -
Démontrer que la suite de terme général X, ,n = 2 est décroissante.

On pose t, = (x,)" . Montrer que tyln(t,) = n.

Montrer que pour tout, x >0, x—1 < xIn(x), puisquel <t, <n+1.

En déduire un encadrement de x,,.

I I

. Démontrer que la suite (X;) admet une limite que 1’on précisera.
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1. Corrigeé

2. Ona pour tout n = 1, f; est définie, continue et dérivable sur |0 ; + oof

' (x) = nx"n(x) + % = nx"n(x) + x"71 =x""1 (nln(x) + 1)

' (x) = 0 signifie X" !(nln(x) +1) =0

signifie X" = 0 ou nln(x) +1=10

1 1
signifiex=0oux=e n dou x=¢€ n

On a lim,_, o+ f,(x) = lim,_ o+ X" In(x) = 0, f;, est continue a droite de 0.
On a limy_, |, f,(x) = limy_, 4 X" In(x) = +

Tableau de variations

x 0 en + o
o (x) - D + +
fax) + o

_r
ne

e 1 -1 1
Ona f,(e™n) =e”'In(e™n ) =——

fa(x) —

3. Onalimy, o f(%X) =lim,, 16 x*In(x) = + 0 et limy_,

lim,, ;0 X" 1 In(x) = + o
donc C,admet une branche parabolique de direction (0J).

Pour x €10 ;1] on a x"*1In(x) < x"In(x) ¢’est-a-dire f,11(x) < f,(X) d’ott Cpyyq
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est au dessous de Cy

Pour x € [1 ; + o[ on a x"*!In(x) > x"In(x) c’est-a-dire f,,;(x) = f,(x) d’ou
Chy1 est au dessus de Cy

Onaf,(x) = 0 signifie que x = 0 oux = 1.

o

y

|
=
g_
.l
ol
i
ol
-1
ol
-l
-l
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3. On a f, est strictement croissante sur [1 ; + oo[ et comme f;(1) = 0 et

limy, 4o fy (X) = 400 alors il existe un unique réel X € |1; + oo tel que f,(x) = 1.
4.0n a f,;, est strictement croissante sur [1 ; + oo[
fre1(ns1) = far1(xn) = 1 = %" Hn(xp) = 1 = X, (xp In(x,)) = 1 — x, <0 d’od
Xnt+1 < Xp, et par suite la suite (X,) , n > 2 est strictement décroissante.
5. tyln(ty) = (xp)"In(xp)" =n(xy)"In(xy) = nfy (xp) = n, car f(x,) = 1
6. pour x > 0, on pose g la fonction définie par g(x) = xIn(x) —x + 1

g est bien définie, continue et dérivable sur 0 ; + o[ et tel que g’(x) = In(x) qui

s’annule en 1

On a lim, o+ g(x) =1 et limy_, 4 g(X) = + o0 et g(1) = 0, donc g est positive sur
10 ; + oo[ c’est-a-dire pour tout x >0, xIn(x) —x+1>0 ou x-1 <xIn(x).
On a pourx > 0, (X,) > 1 cela entraine que (X,)" > 1 d’oti t; > 1 ¢a d’une part

D’autre part t, — 1 < t,In(t,) c’est-a-dire t, — 1 <nout, <n+ 1. Enrésulte que 1
<t, <n+1.

7.0na 1<t, <n+1lsignifiel < (x,)"<n+1
signifie In(1) < In(x,)" < In(n + 1)
(car la fonction In est strictement croissante sur [1 ; + o[ )

signifie 0 < nln(x,) < In(n + 1)

In(n+1)
n

signifie 0 < In (x,) <

1 In(n+1)
signifie € < eP0m) < e 0

In(n+1)
signifie]l < x, < e n

(car la fonction exponentielle est strictement croissante sur [1 ; + o[ )
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8. On a la suite (X,) est décroissante et minorée par 1, donc elle est convergente c’est-a-

In(n+1 . In(n+1)
() 0, alors lim,_,,,e n =1,

dire elle admet une limite et comme lim_, ;o

cela entraine que lim, . X, = 1.
Exercice 5 :
Enonceé

On définit la suite réelle (u,) par: {11110 i(; et Vn€ N,u,,, =puyy; — (p— Duy
.=

oup € R, \{0,1,2}

1. On pose, Vn€ N, w, = uyg — u,. Montrer que (W) est une suite géométrique et

calculer wy, en fonction de p,net a.

2. Onpose,Vn€ N, t, = uyyq — (p — 1) u,. Montrer que (t,) est une suite constante

et calculer t,, en fonction de a.
3. Calculer u, en fonction de wy, et t,, puis en fonction de p, n et a.

vo=1 p
4. On définit la suite réelle (v,,) par : { 0 aetVn€ Nyv,,, = (Vn+131
vV, =€ (vn)P

a) Justifier la définition de (v,) en montrant que Vn € N, v, > 0.
b) Montrer que Vn € N, In(v,) = u,.
¢) En déduire I’expression de v,, en fonction de p, n et a.
d) Déterminer, suivant de p et a, la limite de v, lorsque n tend vers + 0.
Corrige
1. Wp41 = Upyz = Upp 1 = PUpps — (P~ Dup — upyy
=@ - Duns 1= up)
= (- Dwy,
donc (W) est une suite géométrique de raison (p -1), d’ott w, = wy(p — 1)" avec

Wy =U; — Uy = aeten résulte que w, = a(p — 1)"
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2. tper = Upyz — (P~ Dupyr = Pupyr — (P~ Duy — (p— Dupyy = Upyg —
(p—Du, =t, dou(ty,)est constante t, =ty =u;, — (p—1uyg=a

3.0na wp= Upy; — U, et t, = Uy — (p— Duydon wy, — t, = (p— Du, —
—1)n_ —_1\yn_
u, = (p — 2)uy, et par la suite u, = W"p__z n — a(pp 1_)2 a_ a pl—)z D

4. a) Onavg=1 >0etvy;=¢€* >0
Supposant le résultat est vrai jusqu’a ’ordre n + 1 ; ¢’est-a-dire vy > 0 pour tout

k < n+ 1 et montrons que vy, > 0.

(Vn+1)P
(vp)P~1

Onavy,, = > 0 puisque vy, > 0et vy, > 0 ainsi (Vpyq)P et (v)P™r >0

d’ou (vy,) est bien définie et pour toutn,v, >0
b) Onaln(vy) =In(1)=0=uy, etln(vy) =In(e?)=a=u,
supposons que le résultat est vrai jusqu’a 'ordre n + 1 ; c’est-a-dire
In(Vy41) = Upyq et montrons que In(Vyy,) = Upyy

(Vn+1)p
(vp)P~1

In(vpiz) = In( ) = pIln(Vp41) = (p = DIn(vy) = pupe; — (p— Duy = Upy,

d’ou le résultat donc pour tout n de IN In(v,) = u,

a(p-nt-1
c) puisque In(vy) = u, alorsv, = e'n=¢e p-2

d)

e Si a=0 v, =1pourtoutndeIN ainsilim,_,,(v,) =1
e Si peJ0;1[U]l:2[onalp—1] <1doulim,,,(p—1)" =0 ainsi

lim, o (v,) = ez-p

e Sip>2eta>0,onap-1>1,doulim,,,(p—1)" = + oo ainsi
limp_,e(vy) = +

e Sip>2eta<0 lim,,,(vy) =0
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Série d’exercices sur les suites réelles

I - Suites et trigonométrie

Exercicen®1 :
T
>

Soit x un réel tel que 0 < x <

RS . o X
On consideére la suite U définie par Uy = cosx et pour tout n de IN*, U, = U, - 1.0

1) En utilisant la formule : sin2x =2sinx.cosx, calculer U, a I’aide de n, sin2x et sin_o

, . . 2 x Ly .
2) Déterminer limy , 4o —-sin—.. En déduire lim, _, ;o Uy.

Exercice n°2 :

Soit la suite numérique définie par Uy € [0, 1] et la relation de récurrence :

1+ Uy

S~ pour tout n de IN.

Uy+1=

1) Montrer que pour toutnde IN,0 < U, <1

2) Montrer que la suite U est croissante. En déduire qu’elle admet une limite qu’on

calculera.

~ T 7z
3) On pose Uy = cosa, o a € [0, E] Montrer, par récurrence que pour tout n de IN,

a ) . 2cos?x—1 ,
U.= cos(z—n). (On pourra écrire cos2x = ————. Retrouver les résultats de 2).

Exercice n°3 :

On considére les deux suites de nombres réels U et V définies sur IN* par :

1 .2 .. n
U, = sin— + sin— + ot sin-.
1 2 n
n(n+ 1) Sy . .
1) Montrer que, pour tout nde IN*, 1+ 2 + -+ +n = . En déduire lim,, , ;o Vy,
Réalisé par : Mr Dabboussi Eaouzi 4 2016 Page 17
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2) a) Montrer que, chacune des trois fonctions de variable réelle :
f:x—3p x—sinx.

2
g:X—p — 1+ X7+ COSX.

3
X .
hix—»p —x+ ?+ sinx.
ne prend que des valeurs positives ou nulles sur I'intervalle [0, + [ ; on pourra

utiliser les variations de chacune des fonctions f, g et h.

b) Justifier que, pour toutn >1, 14+ 13+ 23+ ... + n® < n*. Déduire de a)

< U, <V,

ue:Vy, — — <
q L S
c) Démontrer que la suite U est convergente et déterminer sa limite.

II — Suites définies par une fonction

Exercicen® 1 :

U, réel strictement positif
Uper =log(1+ U,),n €IN

Soit U la suite définie sur IN par : {
1) Tracer, dans un repére orthonormé (0,1,7), la courbe représentative de la fonction :
x —— Log (1 + x), ainsi que la droite A d’équation : y = x.
2) Déterminer graphiquement, la monotonie et la limite éventuelle de la suite U.
3) Par le calcul, déterminer :
a) La monotonie de la suite U.

b) La limite éventuelle de cette suite.

Exercice n°2 :

Soit U la suite définie sur IN par :

Réalisé par : Mr Dabboussi Faouzi 2006
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1) Soit fla fonction définie sur [0, 1] par f(x) = %, Etudier et tracer sa courbe
représentative dans un repere orthonormé.

2) Etudier graphiquement la convergence de la suite U et sa limite éventuelle.

3) L’objectif de cette question est I’étude par le calcul, de la convergence st de la limite
éventuelle de la suite U.

a) Etablir que I’équation f(x) = x admet une solution unique 1 € [0, 1].
b) Montrer que, pour x € [0, 1], i <f'(x) < g(on pourra étudier le sens de variation

de {’ sur [0, 1])

¢) Déduire de 3) b) que, pour tout n de IN, 0 < USH = < g En déduire que la suite
n-1

U converge vers 1.
III - Suites définies par intégrale

Exercicen® 1 :

On considére la suite U définie sur IN par : U, = fol thetdt.
1) Montrer que, pour tout n, U, = 0.

2) Montrer que (U,) est décroissante.

L <y, < —.
e(n+ 1) n+1

3) Montrer que, pour tout n, on a : En déduire que (U,) est

convergente et déterminer sa limite.

Exercice n°® 2 :

Pour tout n de IN, on pose I, = f(n+1)n e tsint dt

nm

1) Calculer I,,a I’'aide de deux intégrations par parties successives.
2) Montrer que (I1,) est une suite géométrique dont on déterminera le premier terme

et la raison.

Réalisé par : Mr Dabboussi E ouvzvi g 2006
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3) Montre que (I.,) converge et déterminer sa limite.

4) Calculer limy, , ;oo (Ip + 11 + v .+ 1)
Exercice n° 3 :

Pour tout n de IN, on note f,: [0, 1] ——— IR, la fonction définie par :

f,(x) = x"sinmx, =1
{n(x) X'sinmx, pour n et on pose I, = fol fa(x)dx

fo(x) = sinmtx, pourn=20
1) Calculer Iy et I;.
2) ATaide de deux intégrations par parties successives, trouver une relation entre I,
et I,—2pourn =2,

3) Calculer I, I3 et 14.

4) Montrer que : 0 < I, < ——, puis déterminer limy, _, ; I,.

n+ 1
Exercice n° 4 :

2n+1

On consideére la suite U définie sur IN par: U, = 2 fol );7

1) Montrer que, pour tout n, U, = 0.
1

+Uy=—
2) Montrer que U,+1 + Uy e

3) Calculer Uo, U, et Us.

4) Montrer que (U,) est décroissante.

5) En déduire que (U,) est convergente et déterminer sa limite.
Exercice n® 5 :

On pose, pour tout entiern =1, [, = fle x(Logx)" dx
1) a) Montrer que (I,) est une suite décroissante.

b) Montrer que la suite (I,) vérifie la relation de récurrence 21, + nl,_; = e%,n > 2.
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c) Calculer I, et Is.
eZ

2
N . . s 7 € ’ .
2) Montrer a I’aide de la question précédente, qu’on a : s = I, < ey En déduire

la limite de la suite (nl,) lorsque n tend vers I'infini.

Bonne révision
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