LOGARITHME NEPERIEN
EXERCICES CORRIGES

Exercice ni.

. . . _ 1 1 1.1
1) Exprimer en fonction de In 2 les nombres suivams=In8 B = InE3 C= EIn16 D :Eln:1r
2) Exprimez en fonction de In 2 et In 3 les réels suivaats in 24 b=In144 c= Ing
3) Ecrire les nombres A et B a l'aide d'un seul logarithrAe=2In 3+ In 2+ In; B =;In9— 2In3
Exercice n2.
Compléter le tableau suivant, a partir de certaines valeurs (arrondies a 0,1) pres de la fonction logarithme népérien
a 2 3 4 6 9 8 27 72 216

n(%) |n(4)

In(a) |0,7 1,1
Exercice n3. Comparez les réejsety : x=3In2 ety=2In3 x=In5-In2 et y=In12-1In5

Exercice n4. Simplifier au maximum a= In(ez) b= In(e3) c= In(lj d= In(\/E) e= In(e\/_e)

Exercice nS.
Le son se manifeste par des variations de pression de Il'air. L'unité de mesure de la pression de l'air est le Pasc

pression de I'air s'exerce sur le tympan de l'oreille humaine. Pour une pression supérieure ol28¢gdl@% Pascals
s’exercant sur son tympan, l'oreille humaine percoit un son dont le niveau se mesure en décibels. On

p, = 20x 10°. Pour une pression gePascals s'exercant sur le tympan, ayee [, . le niveau sonore pergu est égale a

20
f(p) In(10)|n(sooocp)
1) Quel est le niveau sonore percu pour une pression de 2 Pascals? 0,2 Pascals? 0,02 Pascal4pyLalculer
2) A partir d’'un niveau sonore de 120 décibels, on ressent une douleur. Déterminer la pressi@spondant a ce
niveau sonore.
3) Montrer que pour tout reet= p, : f(10x) = 20 +f(x). On en deduit "le niveau sonore augmente de 20 décibels quant
la pression s’exercant sur le tympan est multipliéelAr

4) Exprimer, pour tout réex= p,, f(100x) en fonction dé(x) et énoncer la propriété du niveau sonore correspondante.

Exercice n6. Précisez I'ensemble de définition puis résoudre les équations suivantes :

1) In(2+ 5x) = In(x+ 6) 2) In(x~=1)+In(x-3)=In3 3)Inx=2 4)M=
X
5) (Inx)? +In x-6=0 6) In(2x—5)=1 7 |n(2"__1 J -0 g In[ ZXX__lJJ -0
9) In(x-1) =In(2x=1) 10) In(\x—]J)zln(Zx—]) 11) In(\x—ﬂ)zln(|2x—][)
Exercice n7.
1) Développer I'expression A( x) = (x—1)( x+1)( x- 2)
2) Résoudre les équations suivantés):In (x3 + 2) = In(2x2 + x) . (b) In (\x\s + 2) = In(2x2 +|x1)
(c) In(x3 - x?-3x+ 3) = In( X - 2x+ :I) . (d) In(x3 - x?-3x+ 3) = 2In(1-x).
Exercice n8.
_3 _ _
Résoudre le systéme d'équations suivant{ 1)’ 2 ) {5Inx+ 2Iny= 26 {In xy=4
2Inx=3lny=-1 (Inx)(Iny)=-12

Inx+Iny=0
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Exercice n9. Précisez I'ensemble de définition puis résoudre les inéquations suivantes :

1) In(2+5x)< In(x+ 6) 2) In(x-1)+In(x-3)<In3 3) Inx=2 4) 2(1+X|“X) >0
5) (Inx)" +In x-6< 0 6) In(2x-5)=1 7) (12" 2 4,nON 8) (0,8)" < 0,1,nON

Exercice n°10. Un capital de 5000est placé a intéréts composés au taux annuel de 6%.
Déterminer le nombre d’années partir duquel le capital acquis sera supérieur a 12000 D

Exercice nil. Etudier le signe des expressions suivantes :
A(X) =In XIn x+1) B(X) =2xIn(1- x) C(X)=-XIn(x+1)

Exercice n12. Déterminer I'ensemble de définition des fonctions suivantes :

4_X2J 3) f:x—>ln(4—x2)—lnx 4) f:x—>In(x2—4)—In(—x)

1) f(X)=In(x® +3x-4) 2) f:xaln(

Exercice n13. Déterminer les limites suivantes :
1 lim (X +Inx)  2) lm(L-x)inx  3) lim (In2-3Inx) ~ 4) m(x=4+Inx) " 5) limInx’

X — +00 X — +0o X —00

6) Iirr(m)ln—x 7) lim x=In x 8) lim xIn (1+1j (PoserX :}) 9) IimM (PoserX =2Xx)
X X X X

X X = +00 X = +00 X-0

Exercice ni4.
Déterminer les ensembles de définition et de dérivabilité puis calculer les déerivées des fonctions ci-dessous

1) f(x)=—g+1+ 2Inx 2) f(x)=2|:]n3X 3) f(x)=In(4- x)+In

4) f(xX)=xIn x=x 5) f(x)=xInx 6) f(x)=In(2x-5)

7) () =In(-3x+1) 8) f(x)=In(x + x+1) 9) f(x)= |n(§;ﬂ

10) f(x)=In(In x) 11) f(x) = xIn(2x-3) 12) f(x) =2x(1-InXx)

13) f(x):'”xx 14) f(x) = X_X'Z”X 15) f(x)=(Inx)’ - 2In x-4
16) f(x)=In 3 17) £(x) =(In x)° 18) f(x)=In1-

Exercice ni5. On considére la fonctiondéfinie par f (x) =In(ax+ b, etC sa courbe représentative.

1) Déterminer les nombresetb tels quef(2)=0 et f'(3) :j

Quel est alors I'ensemble de définitionfdeQuel est le sens de variationfde
2) Déterminer les nombresetb tels que la courb€ passe par le point A(2 ;0) et la tangente en A ait pour coefficient
directeur 2.

Exercice ni6.

Partie |

On consideére la fonction numériqgeléfinie sur]0;+oo[ par g(x) =¥ -2In x
1) Etudier le sens de variation ge

2) En déduire le signe dgx) sur |0;+oo|

Partie I

X 1+1In
= +

On considére la fonction numérigfidéfinie sur]0;+oo[ par f (x) X on appelle (C) la courbe représentative
X

def dans un repére orthonorrd&D;T; T) (unité graphique : 2 cm)
1) Déterminer la limite déen 0. Interpréter graphiquement ce résultat.

2) Déterminer la limite dd en +oo. Montrer que la droite(A) d’équation y:)z( est asymptote a la courbe (C).

Déterminer la position de (C) par rappOt(mé) sur]0;+oo[ . Montrer que(A) coupe (C) en un point A que I'on précisera
3) Etudier le sens de variation fldresser le tableau de variationfde
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4) Montrer qu'’il existe un unique point B de la courbe (C) ou la tangente (T) est pare(llx‘a)elaréciser les coordonnées
du point B

5) Montrer que I'’équatiofi(x)=0 a une unique solutioa . Exprimerln(a) en fonction dea . Montrer que le coefficient
directeur de la tangente a (C) au point d'abscissest supérieur a 1. On admettra que 0¢8%9,35

6) Représenter succinctement la courbe (C) et les dr(dlt)eset (T).

Exercice n17.
Partie |

La fonctionf est définie suﬂO;+00[ par f (x)= x—2+% In x

1) Etudier le sens de variationsfdeCalculer le slimites dieaux bords de I'ensemble de définition et dresser le tableau de
variations dd.
2) Montrer que I'équationf (x) =0 admet une unique solutidrdans I’intervalle]0;+oo[. Déterminer I'entien tel que
| O]n;n+1
3) Déterminer le signe dé (x)
Partie Il
0 six=0

La fonctiong est définie sufO;+oo| par:g(x)=< 7 1 )

i [ 9(X ——x2+x—zlenx si x>0
1) Montrer que la fonctiog est continue en 0. Déterminer la limiteglen +o

2) Montrer que pour toux >0, g'(x) = xf (lj
X

5 - Dresser le tableau de variationgle

+
3) Montrer que On calculg G—Lj _1+4

4) Donner les équations des tangentes a la colirbeeprésentative dg aux points d’abscisses 1 (i}t. Calculer
lim g'(x) etinterpréter graphiquement cette limite.
X

5) Représenter succinctemdntet ses tangentes dans un repére orthoné@n?’a; ])

Exercice ni8. Déterminez une primitive de la fonctibproposée sur l'intervalledonné :

2
1) £(X)= % ~5x+2 sur 1=]0;-+od| 2) £ (0 =X qur 120+
X X
7 5 1 3 4
3) f(X)=—+—=+— 1=|0;+ 4) f(x)= I=|—;+
)()X\&x2 Jor#=e )= g s }3 oo[
5) f(x)=i sur I=]—1;+00[ 6) f(x)=i sur I=]—oo;—]{ 7) f(x)= 2X sur]2;+00[
X+1 x+1 X’ -4
8) f(x) = sur [ 2;-+ed| 9 f)=—"1  qurr 10) f () =—— sur]-Lq
3x-5 X2+ 2X+ 2 X -1
Exercice ni9.
2 gy
On considére la fonction définie sur[ldr,+oo[ par f(X) =2X—3;(4
X_

1) Trouver trois réela,b, etc tels que f (x) = ax+ b+

2) En déduire une primitive desur[4;+00[
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Exercice n20. Déterminez une primitive de la fonctibproposée sur l'intervalledonné :

s)>(< sur |=}0;’—27{ 2) f(X)=— surl [1 +00[

1) f(x) = ‘;"n

3) f(¥)= 1 sur J1; +oo 4) f(x) =tanx sur}z;n}
xIn x >
%enzl. Calculez les intégrales
-3 0 >
—3 4 X+ X=2
2 dx 3 dx a [XFX=2

)Ix+1 ey ) Ii% [

1 . B
5) j(lJf—l——jdx e)jln X 4x 2 J-In(l X) 4x

0 4 2-X X+2 —1 X—_l
Exercice n22.

2 —
Soitf la fonction définie sufL;+[ par f (x) :iﬁl
X_

1) Montrez que pour toutde ]1; +oo[ , f(X)= X+4+i1
X_

2) Calculezj#d

Exercice n23.
6x° +13x+ 4

Soitf la fonction définie sur —z; +oo| par f(X) =
3 3X+2

1) Trouver trois nombres réelskagt ctels que pour tout de }—%ﬁo{ , T(X) =ax+ b- 3 c-:|- >
X
£ 6X% +13x+
2) Calculezjwdx
3x+2

0

Exercice n24. Soitg la fonction définie suf0;+¢o[ parg(x) = xIn x— x
1) Déterminez la dérivée de g

e
2) Calculez j In xdx

e
Exercice n25. Calculez l'intégrale én utilisant la formule d'intégration par partiés= jxln xdx

Exercice n26.
1

t(t"+1)

On considére l'applicatiorf, définie pour tout de R™ par f_ (t) = , 0U n est un entier strictement positif.

1 at”1+b c
(t“+1) TR

1) Déterminer les réels a, b etals que pour tout réektrictement positif :f (t)

2 2n+1
2) Montrer que :j f, (t) =In| r 11
1

n-1
3) A l'aide d'une intégration par parties, calculéﬂ

()
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Exercice n27.
On considere la suit@u, ) de réels strictement positifs, définie par,:= 2, et pour toun N, In(u,,,) =1+In(u,).
1) Exprimeru,,, en fonction deu, et préciser la nature de la su(te,) .

n+l

2) Déterminer la monotonie de la suife, ) , et préciser sa limite.

n
3) Exprimer la sommé)_ u, en fonction de n.
k=0

n
4) Exprimer la sommeiln(uk) en fonction de n. En déduire le calculale< u, X...x Y, en fonction de n.
k=1

Exercice n28.

: : e ) In x . . .
Soit la fonction fdéfinie surR™ par f (x) =—— et O sa courbe représentative dans un repére orthonormal.
X

1) Donner la dérivée de f
2) Donner le sens de variation de f
3) Donner une équation de la tangentd alCpoint d'abscisse 1.

4) Donner une primitive de f sR*" .

X

5) Quel est le sens de variation de la fonction G définiésurpar G(X) =j f(t)dt
1

Exercice n29.

2
Soitf la fonction définie sur I’intervall{30;+oo[ par f(x) =X7(In x—zj six>0 et f(0)=0

F()

. . _ X .
1) Déterminer la limite de—= lorsquex tend vers Of est-elle dérivable en 0 ?
X

2) Etudier le sens de variations fdet étudier la limite déen +oo

3) Démontrer I'existence et I'unicité de la solution de I'équatfqx) =0 dans[e; +oo[

4) SoitT la tangente a la courbe représentaiedef au point d’abscisse 1. Déterminer I'équatiorirde
5) Tracer la courbe représentati®edef et la droiteT dans un repére orthonorrr(dD;T; ])

6) Soit A0]0;e] . On opsel (4) =ff (x)dx

a) Calculer! (1) pour A0]0;€]
b) Calculer la limite del (1) lorsqueA tend vers 0

¢) En déduire l'aire de la partie d plan limité par la cou®g [(axe des abscisses et les droites d’équations respective
(x=0) et(x=¢)

Exercice n30.

Soit la fonctiorf définie par f (x) = xIn (| ¥)

1) Donner le domaine de définitidh de la fonctiorf ; déterminer une parité éventuelle ; et étudier leslimites aux borne:
du domaine de définition. Calculer pour towteD la dérivée dé (si elle existe !)

2) On étudie, pour cette question, le cas0. Montrer qu'’il existe un uniqud tel que f (/1) =0 ; montrer que l'on a ;
0,3< /A £ 0,4 (on pourra utiliser le fait que le réeted quelne=1 vérifie 2,5<e< 3

3) En déduire le tableau de variationsf dsurD)

4) Déterminer une primitive dg définie parg(x) =In(x) (on précisera le domaine sur lequel on travaille
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

CORRECTION
Exercice n°1
1) A=In8=1In(2)=[3In7 B:In%:m(%j:—ln(z“):
1 1 1 1, 1_ 1 1 1
C=Eln16:§|n(2“)=—2x 4in(9=[2In2 D=§Inz=——2In4=——2In(22)=——2x 2In(2 =[- In(2

2) a=In24=1n(3x 8= In3+ I 2)[=_In3 3In}
b=In144=In(12)= 2 13= 21f 3 2)= P n3 I 22)]: 2 In8 2()¥=_2In3 ma

c:In§=In8—In9= In(?)— In(§)

3) A=2In3+In2+ I = In(F) + In( 2><1j= N9+ In(=[ Ind
2 2) =

B=%In9—2ln3= n(V9)- 2n% n3 23~ e @J

Exercice n°2
A partir deIn(2)= 0,7 etIn(3)=1,1a4 10" prés, on calcule :

In(4)=1In(2") = 2In(2)= 2 0,%= 1,- In(6)=In(2x 3 = In(2)+ In@3)= 0,# L% 1,
In(9)=In(F)=2In@)= 2 L& 2. In(8)=In(2)=3In(2)= 3« 0,7 2,

In(27)=In(2) = 3IN@BK * L& 3, IN(72)=In(9x § = In%+ In8 2,2 2,& 4,
In(216) = In(3x 79 = In3+ In7= 1% 4,8 5,

In(%)z—ln6=—1,8 In(%G)z—lnIG:—(an“)=—4In(2)=—4>< 0,%- 2,
D’ou le tableau

a 2 3 4 [6 [9 |8 |27 [ 72 ] 216 In(%) '”(%6)
In(@ [0,7 11 14 | 18] 22| 21| 33| 43| 54 -18 -2,8

Exercice n°3
On transforme les écritures:=3In2= In( ?) =In8ety=2In3= In(32) =In9

Puisque la fonction In est strictement croissante]@ufoo[ ,onauran8<1In9 c’est-a-dire

On transforme les écriture<:=In5-1n2= In(gj et y=In12-1In5= In(l—szj

. . : . . 12 5 12 5/ ., .. .
Puisque la fonction In est strictement cr0|ssante]@u1=oo[ , et pwsqueg <—2, on auraln 5 <In > ) c’est-a-dire

Exercice n°4

a=In(¢’)=2In(g=2x1=2 b=In(&)=3In(g=3x1=3

= 1 -— 2) = — =-92%1=- = = 2 :l :}x :_1
c-In(g)— In(e?) = —2In(g) = -2x 1= -2 d |n(JE) In(e?J Sin(9=_x1=—
_ _ 1.3

e—In(e\/_e)—In( ¢+In(\/_(}—1+5—§
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Exercice n°5
1) On calcule

@)= )In(50000< 3— |r( pz% h £9= | 2(50) 5In(10)[= 100 ,
f(0.2)=; In(L0 )In(50000< 0; ™ (00) I 10000= | (10) 1 Tm) x4In(10)[= 84 ,
et f(0, 02)_%| (50006« 0,0 _W 6 1006 0 (10) (O _%) 3In(10)- Enfin,
(po)—%l (sooomo):%ln(sooo& 20 1@): nd hﬁ 1000000 ﬂj_ In(10) fn 3p= Inz(fo)xln(l)
2) On résout :
f(p)=2120= In%fO) In(5000()= 120- If soomz%

= In(50000p) = 6I( 19 ~ Iif 50000)=> In £
Par stricte croissance de la fonction Ioganthme]@ui—oo[, on déduitln(SOOO(p)Z Ir‘( 16) = 50000p0= 16 donc

p _1288880 20|. La pression correspondant au niveau sonore de 120 décibels est donc de 20 Pascals

3) Pour tout réelk= p, , on calcule

20 20 20
f (10x) =mln(50000< 1&)=— I 5ooooqzm[ (h 5008+  In}
_ 20

_In(lo)ln(sooom In(L0 )Ir( 19/=f )+ 20

le niveau sonore augmente de 20 décibels quand la pression s’exercant sur le tympan est multipliée par 10
4) Pour tout reelk = p, , on calcule

=|nf100) In(50000< 10@)_— 6 50 o&():ﬂ[ {n 50000+  Inif

20
_|n(10)|n(50000() In(10) (10) (1 ()_I (10) (LA "1n@0) (10) b 5

_ 20 20 —
= Irl(10)|n(50000<) * o) 2In(10)[= f )+ 4

le niveau sonore augmente de 40 décibels quand la pression s’exercant sur le tympan est multipliée par 100

Exercice n°6
1) L’équation est définie si et seulement

2 2,
2+5x>0 |x>--  [XL|=—i+o 2 2
650 - 5 o 5 = X[ —g;+oo ] 6+oo[ g ' +00
+
X x> =6 xD]—6;+oo[
Pour toutxD}—gﬁo{, IN(2+5x)= In(x+ 6) = 2+ 5=x+ 6= &= ¢ x=1. Comme ﬂ}—é +oo[ s={h

2) L’équation est définie si et seulement

{x—1> 0 {x> 1 {xD]1;+oo[

x-3>0 |x>3 xD]3;+oo[
Pour toutx]3;+od[ ,
In(x=1)+In(x=3)=In(3 = In(x=J(x-3)= I3 (car I ¥ In§ ¥ Inéxb)
o (x=1)(x=-3)=3= ¥ -4x= 0= Y x- 4= 0= x Ooux 4.

Mais 00] 3;+eo[ donc S={4}

< XOL#oo] 0 ]3+oo] =] 3voo]
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3) L'équation est définie si et seulemextt]]0;+oo|

INX=2 = Inx=2x1= InXx= 2% Ine= Inx=|n( é)a x & S{ 2}3

4) L'équation est définie si et seulemexitl]0; +oo]

2(1+ Inx . . ,
¥ =0 < 1+Inx=0 car une fraction est nulle ssnshnumérateur l'e:
X
4 1 1
e lnx=-1e x=¢€'==, Sz{—}
e e

5) En posantX =In x, I'équation devient équivalente a I'équation du second d¥dré X —6=0, que I'on sait
résoudre :X =2 ou X =-3 Enrevenant a la variabkon a: X =2 = Inx=2 = x= € et

X =-3 = Inx=-3 = x= e®. Finalement S:{ g; é3}

6) L’équation est définie si et seulemeét-5>0 < XDE ;+oo{

IN(2x-5)=1= In(2x- 5)= I¢) = 2x- 5 e x:iZS.CommeiZSD}g;ﬂo[, s:{i‘r’}

7) L’équation In(zx_1 J =0 n’est définie que si et seulementééi >0.
X= X=

1 l
x —o E + oo
On dresse un tableau de signes de I’expresgf(u;&—l : » 2 — — lJ. .
X_
L’équation |n(2X_11j =0 n’est donc définie que si et seulement si & ! — ¢+ 4+
X_
x-1 L
XD}OO;%[ D]1;+oo[ . En utilisant la bijectivité de la fonction In, on obtiel| 2x-1 e T —+

x-1 x-1 . 1
In =0~ =1 X—1= 2x— 1= x= C. Puisqued |—o;=| O |1+ , on en conclut qu& =40
( J 2x—1 q } 00 2[ ] oo[ qq { }

8) L'équation In[ 2X_1JD =0 n’est définie que si et seulement—zéi_—lli 0, donc d’aprés le tableau de signes ci-dessus,
X= X =

gue si et seulement skD}oo;%[DE;l{D]l&oo[. En utilisant la bijectivit¢ de la fonction In, on obtient

2X—
deuxiéme estzx—_llz -le Xx-1==2Xx+ 1= X= 2= xzé. Ces deux solutions appartenant a I'ensemble de définition
X_

x-1 =1« ~ =1 ou x-1 =-1 La premiére équation a été résolue dans la question 2. Lz
- X-1 X-1

de I'équation, on conclut qué= {0;—}

9) L'équation In(x=1)=In(2x-1) est définie si et seulement si on a simultanémertl>0 = xO|L+o[ et

2x-1>0 < XDE ;+o{, donc si et seulement xiDE&o{ N J;+eo[ =]L+0o . ON utilise la bijectivité de la fonction

In : Pour toutxd|L+eo[, In(x=1)=In(2x-1) = x-1= 2x- 1= x= (. Or 00|L+[, donc

solution réelle.

10) L’équation In(|x—]j) =In(2x-1) est définie si et seulement si on a simultanénxert# 0 = xO]-co;] O] L+eo| et

I'équation n'admet ps|de

2x-1>0= XDE ;+o{, donc si et seulement SKDE;M{O(]—oo;]{D]1;+oo[):E;{D]l;+oo[. On utilise la

bijectivité de la fonction In : Pour touXDE;l[D]l;ﬂo[, In(|x—]j) =In(2x-1) = |x- 1= 2x- 1, ce qui équivaut a
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deux équations x—1=2x-1< x= 0 (déja résolue dans la question 4)-et+1=2x-1~ xzé Puisque seule cette

derniere solution appartient & 'ensemble de définition de I'équation, on conc ﬁvq{eé}

11) L’équation In(|x—]j) = In(| 2X— 1) est définie si et seulement si on a simultanémert# 0 = xO]-co;] O] Li+oo

et2x-1#20+= xD}—oo ;[ O }; ;+oo[ , donc si et seulement si

of Pt e ot on 34

On utilise la bijectivité de la  fonction In: Pour tout xD}—w;;{ O };][ ad ]1;+oo[ ,
In(\x—ﬂ) = In(|2x— 1) = |x=1=| 2x- 1, ce qui équivaut & deux équations :

Xx=1=2x-1= x= 0 (déjarésolue dans la question 4)eat+1=2x- 1< x=§ (déja résolue dans la question 10)

Puisque ces deux solutions appartiennent a 'ensemble de définition de I'équation, on corﬁlet{@u%}

Exercice n°7

1) A(X) = (x-1)(x+)(x-2)=( X -1( x J= - 2k~ »* :
2) (a) Examinons d’abord I'ensemble de définition de I’équall'ru)(1><3 + 2) = In(2x2 + x) :

3_

o o $+2>0  [>-2 X>V-2
L'éguation est bien définie si et seulement si - P 1 .
22 +x>0 [x(2x+1)>0 |xO =2 [0]0;+0o]

L’ensemble de définition de I'équation est do}itz %{ O ]0 +oo[ Par bijectivité de la fonction logarithme népérien,

pOUI"[OUtXD}%/—_;—%[D]OHoo[, In(x3+2)=|n(2x2+x) o X¥+2=2X+ x= X-2%- % 2=0.

D’aprés la factorisation de la question (£j,—2x° - x+2=0< (x-J( x+ J( x- = C Pour qu'un produit de facteurs
soit nul, il faut et il suffit qu’au moins 'un d’entre eux le soit.
Ainsi (x-1)(x+1)(x-2)= 0« x=1 oux=- 1 oux= . Les trois solutions sont compatibles avec I'ensemble de

définition. AinsiS, ={-1,1;3

(b) L’équation est définie SuR , puisque les quantités{\3 +2 et 2x° +|X sont strictement positives. En remarquant que

pour tout réelx, xzzMz, on va poserX =|x. L'équation In(\x\3+2) In( X +|xj) - In(|>4 + 2) (2|x| +|>4)

devient alors équivalente Iél(x3 + 2) = In(2X2 + X) , avec la conditionX =0 (puisque X =M). D’aprés la question
(@), on a X=-1; 1 2. La valeur X=-1 est éliminée par la condi¥on 0 (I’équation\x\ =-1 n’admet pas de solution). En
« revenant » & l'inconnug, on a doncX =1« [X=1< x=-1 0UX= [0U X =2« [X=2« X=-2 ou X= % Ainsi

S ={z2-11:3
(c) Examinons d’abord I'ensemble de définition de I’équalim€v<3 - x> -3x+ 3) = In( X - 2x+ ]) :

Notons f (x)=x’ - X —=3x+3 et g(x)= ¥ -2x+1. En remarquant qué (1) =0, on peut donc factorisef (x) par
x—1. On obtient f (x) =(x —1)(><2 —3), d’oll une factorisation aboutie

I

égale af ( \/:_3)( x+\/§), qui nous permet de dresser

tableau de signes dg(x) :
e T i = — Do+
Ainsi f >O«= XD] \/E;J[D]\/_&HXJ[
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L'étude du signe deg(x)=x -2x+1 est plus simple puisque pour tout réel, g(x) =(x-1)?, donc
9(X)>0 = xO]=c0;q] O] Loo[ .

Les deux conditions devant étre réalisées simultanément, I'ensemble de définition de [I'équation est c
[-V3:1 0 [V3s#e|

Par bijectivité de la fonction logarithme népérien,

In(x*-x2-3x+3)=In(¥ - 2x+1) = X- X-3x3= k-2#1= ¥ 2% % 2=

Cette derniere équation ayant pour solution —1 ; 1 et 2, par compatibilité avec I'ensemble de définition de I'équatior
obtientS, ={-1,2}

(d) Examinons d’abord I'ensemble de définition de I’équat'm(m3 - X% =3x+ 3) = 2In(1-x).

Le membre de gaucHe(x3 - x*—3x+ 3) est défini si et seulement xiD]—\@;][ O ]\/?3;+oo[ (cf question (e)), tandis
gue le membre de droite est défini si et seulemeht &i>0 = xD]—oo;:l[ .

Les deux conditions devant étre réalisées simultanément, I'ensemble de définition de I'équation Moﬁc Pour
tout xD]—\@;][ , par bijectivité de la fonction logarithme népérien,

In(x3 - x> -3x+ 3) =2In(1-X) = In(x3 - X - 3+ C-)z Ir[( 1—x)2J

o X=X -3x+3=1-2x+ ¥ = ¥-2X- % 2=0
Cette derniére équation ayant pour solution -1 ; 1 et 2, par compatibilité avec I'ensemble de définition de I'équatior
obtient S, ={-1

Exercice n°8

_3

1) Le system X y_E n'est défini que si et seulementsk 0 et y > 0. On le résout par substitution :

INnx+Iny=0

3 3 3
=X—-— = X—— =x-=
2 - 3 - 3 - 3
Inx+Iny=0 L, InX+In| x-= (=0 L, Inf X x-—=[[=0 L x-—1=1 1
2 2 2
On résout léquation  X° —g x—1=0= 2X - 3x- 2= ( en calculant son discriminant
A=(-3)"-4x2x(-)=9+ 16= 2t  dou  lexistence de  deux  solutions  réelles  distinctes
_—(-3)-v25_3-5_ 1 _—(-3)+v25_3+5_ , ,
X = = =-— et x = = =2. La seule valeur compatible avec I'ensemble de
2x2 4 2 2% 2 4
3_1
i =2-—== o 1
définition du systéme est =2 donc y 2 2 L . Ainsi |S= {(2;—]}
- 2
X=2 L,

5Inx+2Iny= 26
2) Le system ) Al n'est défini que si et seulementsP 0 et y >0

2Inx-3Iny=-1

5Inx+ 2Iny= 26
2Inx-3lny=-1

On effectue un changement de variable en po3artin X et Y =ln y. Le systéme{ devient alors

L . [BX+2Y=26 L R _ :
équivalent au system X -3r=-1 L, Comme5><(—3) — 2x 2# (Q, ce systéme admet une unique solution
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{5X+2Y=26 3 {15x+ ov=78 3 |19X=76 L%

oX-3v=-1 L | 4x-ev=-2 21~ |Jy=2X*1
76
X="=4  3L-2, -
X=4 3L-2L
peart ﬁ{v—s " ainsis={(49)
Y = 3 =3 L, - L,

On « revient aux inconnuesety» : X =4 « INx=4 - x=€ etY=3 = Iny=3« y=¢€
Finalement8={(é; é)}

Inxy=4
3) Le system 4 n'est défini que si et seulementsP 0 et y >0
(Inx)(In y) =-12

_ R _ . Inx+Iny=4
Puisque pour touk >0 et y >0, Inxy=In x+In y, le systéme devient équivalent a
(Inx)(In-y) ==12

On effectue un changement de variable en poXamtin x etY =In y.

. [Inx+Iny=4 . L L X+Y=4 L
Le systém devient alors équivalent au systeme,
(Inx)(Iny)=-12 XY=-12 L
Y=4-X L Y=4-X L,
Par substitution o
%x(4—x):—12 L, {—x2+4x+12=o L,
On résout  I'équation -X?+4X+12=0- X*-4X-12= ( en calculant  son  discriminant
A=(-4)"-4x1x(-1)=16+ 4& 6  dou lexistence de deux  solutions réelles distinctes
-(-4)-vJ64 -4 -(-4)+v64 12
X, =L Y= g X, =L =%
2x1 2 2 2

A chaque valeur d¥ correspond une valeur e
X, =2=Y,=4- X =4-(-2=6etX,=6=>Y,=4= X, = 4- 6=-2

X+Y=4
Les solutions du systérr+eXY_ 10 t sont S={(6;—2) ;(—2;6)} (Comme X et Y jouent des rdles symétriques, on

peut considérer qu’il n’existe qu’une seule solution : 6 et —2)
On « revient aux inconnuesety » :

X=6INXx=6- x=€ etY=-2 Iny=-2- y= €&,
ou symétriquemenX = -2 = INXx=-2« x=€”etY=6< Iny=6 y= &,

FinalementS:{((-?; éz);( & é)} ou de maniére symétriquSz{(é; e‘z)}

Exercice n°9
1) L'inéquation est définie si et seulement

2 2,
2+5x>0 X>== XO |[=—; 4 2 2
N % 5o 5 = xO —g;+oo m]—6;+oo[: —g;+oo
+
X X> -6 xD]—6;+oo[

Pour toutxD}—éﬁo{, IN(2+5X)< In(X+ 6) = 2+ X< X+ 6= XS 4= X<

L’ensemble des solutions est doe }—g; +oo[ N ]-e0;1] = }—g ;1}

2) L’inéquation est définie si et seulement

{x—1> 0 {x> 1 {xD]1;+oo[

x-3>0  |x>3 XD]3;+OO[‘:’XD]1§+°°[n]3;+oo[:]3;+oo[

Pour toutx]3;+od[ ,
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In(x-1)+In(x-3)<In(3 = In((x=2(x-3)< I(J (car Ing ¥ Ing ¥ Inéxb)
= (x-1(x-3)<3= ¥ -4x< 0

= X(x-4)<0< x0]0;4

L’'ensemble des solutions est dgi&=]0;4 n | 3;+o[ =] 3,4

3) L'inéquation est définie si et seulemerf]]0; +cof
INX=2 < Inx=2x1- Inx= 2x Ine (car IneF 1

- In len(ez) (car nin(a)= In( é))
- X2 €. Sz[ é;+oo[

4) L'inéquation est définie si et seulement] |0; +oo] .Puisquec>0,

M>Oa1+lnx>0@ InNx>-1< x> e‘lz}. S=}—1;+oo[

X e e

5) L'inéquation est définie si et seulemeni]|0;+oo| .
En posantX =Inx, linéquation devient équivalente a l'inéquation du second detffé X -6<0, que l'on sait
résoudre :X 0[-3;2] En revenant a la variabkeon a : X 0[-3;2] = -3< In(x)< 2= €°< x< €. Sz[e'?’; é}

6) L'inéquation est définie si et seulemeét-5> 0 < XD}; ;+oo[

IN(@x-5)21= In(X-5p Ife) = - 5 e~ >ee+25

foel o [
S= |-+ ——— 400 ———— 1 +oo| |,
2 2 2
7) L'inéquation est définie suR .
(L2 2 4= In(1,2)2 In(4)
= nin(1,2)2 In(4) car Ifa") =n Ir{a)
_ In(4)
In(1,2)
Si nON, alors/n>8|
8) L'inéquation est définie suRr .
(0.8)"< 0,1~ I 0,8)= In(0,2)
= nin(0,8)< In(0,1) car Ifa") =n Ifa)
In(0,1)
*In(0,9

Si nON, alors/n=11

Exercice n°10

car In(1,2> 0

car In(0,§< 0

Le capital acquis au bout deannées s’élevantE\OOOX( 1+1—§0j = 500& 1, 0F, il suffit de résoudre I'inéquation
5000x 1,06 = 12000- 1,0e& 120000 =106=> 2,4

In(2 4)
= In{1,06")=In( 2,4 = n I 1,06= If 2, =15,02

=20
PuisquenJN, c’est au cours de la 9% année (donc au début de I&&nnée) que le capital dépassera 12000 D
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Exercice n°11
1) Etudions séparément les signedre et In x+1, puis résumons dans un tableau de signes

PourxD]O;+00[,

INXx=0 < x=1etinx>0 = xO|L+of

De plusinx+1=0 < Inx=-1< x= e =1 etinx+1>0< INx>-1 x> €' =2 Inx>0 = X0 ] Lo
e e

D’ou le tableau deA(X) =In X(In x+1) :

X 1] e = 1 +co

1

2

lnx — : — lITI —|—
—

Ilnx+1 — ‘h —|— :

AD=lnxlnz+ || 4 0 — O

2) Etudions séparément les signes2aeet In(1- x), puis résumons dans un tableau de signes

Notons d'abord que I'expression n'est définie que si et seulemiéntsP 0 = X<1< XD]—oo ;:{
PourxD]—oo;:I{,

2Xx=0= x=0et2x>0= x>0

De plusin(l-x)=0 < 1-x=1= x=Cetin(l-x)>0= 1-x>1= x<(

D’ou le tableau deB(X) = 2xIn(1- X) :

x —co 0 1

2x —

0
In(l- 2 —+ ¢i —
:

Blxi=2xln(l-x —

3) Etudions séparément les signes-dé et In(x +1), puis résumons dans un tableau de signes
Notons d’abord que I'expression n’est définie que si et seulemeritsP 0 = Xx>-1< XD]— l;+00[
Pour toutxD]—1;+00[, —x*<0et-x*=0< x=0

De plusin(x+1)=0 < x+1=1= Xx=0etIn(x+1)>0= x+1>1= x>0

Dol le tableau deC(x) = — X In( x+1) :

2 -1 0 +oo

—

- |-

In(x+1) -

Clx =-x*Inlx +1)

_|_
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Exercice n°12
1) La fonction fsera définie pour toutes les valeursg®ur lesquelles’ +3x—4> 0
Si on noteP(x) = ¥ +3x-4, on calcule son discriminantA =3 - 4x 1><(—4) = 2L, d'ou I'existence de deux racines

-3-4/25 _-3+4/25
2x1

reelles distinctesq :W =4 etx,= =1. D’apreés les régles de signe d’'un trindbmé;+ 3x— 4> 0 si et

seumement skD]—oo;—4{D]l;+00[.Ainsi D, =]—oo;—4[D]l;+00[

. e 4-x? (2-x)(2+x) _
2) La fonctionf définie par f (x) =In| —— |=In| ~——2| existe pour toutes les valeurs xipour lesquelles
X X

w}fzﬂ()>0 (avecx#0)

On dresse le tableau de signes de I'expreséibx) =—(2_ X)x(2+ X)
x -0 -2 ] ] Foo

N e R R
H[.x.]=['2—x_]['2+x_] _|_ 0_ _|_ﬂ _

x 1 1

Ainsi m

>0« |-=i-0]0:]

On conclut| D, =]-e0;-2[ 0]0;9

3) La fonction f définie par f:x - In(4—x2)—lnx existe pour toutes les valeurs depour lesquelles on a

simultanément 4—x*> >0 et x>0 (pour que les deux membres de la fonction soient bien définis)
Or4-x*>0= X <4- x0]-2:4.

Si on exige de plus que> 0, alors| D, =]-2;4 n |0+ =] 0; 4

4) La fonction f définie par f:x - In(x2—4)—ln(—x) existe pour toutes les valeurs ®epour lesquelles on a

simultanément x*—4>0 et =x>0 = x< 0 (pour que les deux membres de la fonction soient bien définis)
Or X’ =4>0= X >4 = xO|~0;=4 0] 2:oo] .

Si on exige de plus que<0, alors|D, =(]-e;~2[ 0]2;+[) n ]-e0;( =]-e0 ;-4

Exercice n°13
1) lim x* =+ et lim In x =+, donc par sommelim (x2 +In x) =

X — +00 X — +00 X — 0o

2) lim1-x=—c et lim Inx =+, donc par produitefim (1-X)In x= -0

X — +00 X - 400
3).lim In x=+eo donc par soustractiorlim (In2-3Inx) = —co
X - +00 X — +00

4) limx—4=-4 etlimin x=—c donc par sommém (x-4+In x) ==

x-0

5) Pmsquellm x? =+00 , 0N poseu = X, et puisque lim I =+ on conclut quelim In( ) +00

U — +oo X — —co

In x
6) I|m Inx=- et Img) x=0" on conclut par quotient qdem— =—00
- X
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7) Puisquelim x=+c0 et lim Inx=+c, nous sommes en présence d’'une forme indéterminéew ». On transforme

X — +oo0 X — +00

L In x . Inx - A . . In x
I'écriture : x—In x= >{1—— . Comme lim — =0 (limite connue), on déduit successivement dine | 1-— | =1,
X X=X X +00 X

puis par produit, qudim x(l—ln—xj =+o0 , C'est-a-dire que linx— Ix=+o
X

X — 0o X — +00

8) Puisque limx=+co et lim In (1+—j =In(1) = 0, nous sommes en présence d’'une forme indéterminégG». En
X

X — +oo X = +00

posant X :l, puisque lim X =07, la limite cherchée devienlim %In (1+ X). Or un résultat du cours nous indique
X X - +00 X 0"

In(1+ X
que lim gzl donc lim xIn (1+lj =1
X - 0" X X — +00 X

In(1+ X
9) En posant X =2x, la limite cherchée devienlingln(1+ ZX):"m0 2'”()1(““)( ). Et puisque lim (x ):1, on
X X X- X 0
conclut quellng%*-x) =2, C’est_a_direlin?) In(1+ 2x) =2
X— X X

Exercice n°14

1) La fonction définie parf (x) = —§+1+ 2Inx et définie et dérivable SL]D;+00[ en tant que somme de fonctions qui le

sont, et pourtoukD]O;+oo[, f’(x):—l+2><£:—_l+_2:ﬂ
2 X 2 X 2X

2) La fonction définie parf(x)—% est définie et dérivable su]0;+00[ et puisque pour toulxD]O;+00[,
n

f(x)_imx f(X):ixE:_z
In3 In3 x| xIn3

3) La fonction définie parf(x) =In(4- x)+In x est définie et dérivable SL]D;+00[ N ]—00;4[ =]0;4 et pour tout

JLl_~x+d-x_ 4-2x|_2(2-x)
XA " H A

4) La fonction définie parf X F x Ix— x est définie et dérivable Sl]0;+00[ en tant que produit de fonctions qui le

x0]o; 4, um—

sont. Puisque pour touxD]O;+00[, xInx=u(¥ Y ¥ ot u(x)=x=U(N=1 et v(x)=Inx= V()Q:%, on aura

= ()M R+ U ) ¢ J-1=1xIn % x1-1=I x1-{=In}

X
5) La fonction définie parf (x) = X*In x est définie et dérivable SL}O;+00[ en tant que produit de fonctions qui le sont.
Puisque pour toutxD]O;+00[, f(x)=u(x) ¥ ol u(x)=xX=uU(X=2x et v(x)=Inx= \7()9:%, on aura

Fo=u()v R+ ¥ Y ¥=2 xIn x %"‘iz k2in_ x1)

6) La fonction définie parf (x) =In(2x-5) est définie et dérivable s%g;ﬂ{ (car X - In X est définie et dérivable

040 et 2x-5>0- xDE;ﬂo[). Puisque pour tout xDE;ﬂo[, f(x)=In(u(x) avec

u(x)=2x-5= u( ¥ =2, on aura f’(x)=u
u
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7) La fonction définie parf (x) =In(-3x+ 1) est définie et dérivable sn}ﬁoo;:—lg[ (car X - In X est définie et dérivable

sur ]O;+00[ et -3x+1>0- xD}oo%[). Puisque pour tout xD}oo;%[, f(x):ln(u(x)) avec

u(x) -3

u(x)=-3x+1= u( ¥ =-3, onaurg f'(x) = u(x) -3x+1

8) La fonction définie parf (x) =In(x* + x+1) n’est définie que pourles valeursxipour lesquelles< + x+1> 0. Si on
note P(x): X + x+1, le calcul de son discriminant fournif =1 — 4x1x 1=-3< (. Ainsi, pour tout X(OR,

x*+x+1>0, donc f est définie et dérivable surR, et pour tout XxOR, f(x)=|n(u(x)) avec

£ = u(x) _ 2x+1

u(x)= %X + x+1= u( ¥ =2 x+ 1. Ainsi u(x)_x2+x+1

9) La fonction définie parf (x) =In (X—;ﬂ n'est définie que pourles valeurs xipour Iesquellesx—:>0. Si on note
X

X

P(X) =X—;1, le tableau de signes &eest donné par : x —co -1 1 +o0
X T

Ainsi, f est définie suj—oo; 1] O |1;+oo[ x—1 _ 'E]'

x+1 N q}—|—:
Pl-Z | 0

x+1

Puisque P est dérivable s@roo;—]{D]l;+00[ , puisque pour toutxD]—oo;—:I{D]l;+oo[, z—;i>0 et puisque

X = In X est définie et dérivable SL]AO;+00[ , on conclut qué sera dérivable SL]r—oo; —J{ O ]1;+00[
X__lzm ou

Pour tout x]c0; =1 01 +eo[ , puisque f(x)=In(P(x), on aura f'(x)= P'(X)_ PuisqueP(x) = 1 V()

P(x)

(8= -1 0= etv(s)= xs 1 v{ =3, om et ()~ LI A HY_ (e )=

(v(¥) (x+1)°

2
(o2

_ 2 2 doncf’(x)z(X+1) _ 2 2>(x+1= 2

(x+1) X=L o (x+1)" x-1] (x+3)(x-9)
X+1

10) La fonction définie parf (x) =In(In X) n’est définie que pourles valeurs dgour lesquelledn x>0, c’est-a-dire

D, =]L+e[. Pour tout xO]L+eo[, puisque f(x)=In(u(x)) od u(x):lnx:>u(>§:% on aura

(%) Inx_ xn X

f'(x)=#— x| 1

11) La fonction définie parf (x) = xIn(2x—3) est définie et dérivable s%rg;ﬂo[ en tant que produit de fonctions qui

le sont (carX — In X est définie et dérivable sﬂn@;+oo[ et2x-3>0« XDE ;+oo[)

Puisque pour touxm}g;ﬂo[, f(x):u(x)v(>§ avecu(x): X= U( >§:1 etV(x):In(ZX—3): \I(>§=2X_3, on en
sdui ' 2 2x—=3)In( 2x— 3+ 2
déduit f(x)=u () X+ U J Y ¥=1xIn(2 x 3+ x2X—3=|n(2X_3)+2xi3=( x-3) ;E—XB 3
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12) La fonction définie parf (x) = 2x(1- In X) est définie et dérivable SL]|6;+00[ en tant que produit de fonctions qui le

sont. Puisque pour towtd]0;+eo[ , f(X)=u(x) Y ¥ avecu(x)=2x= U( ¥ =2 etv(X)=1-Inx= V(¥ =—%, onen

deduit 00 =u () V(3 + U ) Y J=2x(1- Inx)+2x><(—1j= 2 2k~ = 2I
X
13) La fonction définie parf (x) :In_x est définie et dérivable SL}O;+00[ en tant que quotient de fonctions qui le sont.
X

u(x)

Puisque pour toutxD]O;+00[, f(x):m ot u(x)=Inx= u( :% et v(x)=x=V(¥=1, on aura
1

C T EEITE RE i U BT

f'(x) = (v(x)) (v( x))2 B
X=Inx

14) La fonction définie parf (x) = est définie et dérivable Sl]O;+00[ en tant que quotient de fonctions qui le

sont. Puisque pour tout J]0;+co[, f(x)=M ol u(x)=x-Inx= U(>§=1—§ et v(x)=x = V(¥=2x

V()

1 2 (o
f,(x):u'(x)v(x)—L( v ¥ (1—Xj><x (x lnX)xzx_xz—x—2x2+2xlnx:—>€—X'r2>tn _2In x x1

() (e) i - L

15) La fonction définie parf (x) = (In x)2 —2In x— 4 est définie et dérivable s¢0;+oo[ en tant que somme et composée

- 2(Inx-1
de fonctions qui le sont. Pour towf1]0;+eo[ , f'(x) =2(In x)* 1l bt NX_ 2 ( )
X X x X X

16) La fonction définie parf (x) =In X* est définie et dérivable sm]ﬁoo;O[ D]0;+00[ . En effetx - X est définie et
dérivable sur R, tandis que X - In(X) n'est définie et dérivable que sur]0;+00[. Or

x* 0]0;+e0] = xO]~c0; 0] 0]0;+00[ . Pour toutx1]~eo; 0] 0] 0;+e0[ , f'(x):z—ﬁz
X X
17) La fonction définie parf (X) :(In x)2 est définie et dérivable Sl}E);+00[ en tant que composée de fonctions qui le
sont. En effetx — In X est définie et dérivable SL]|O;+00[ , tandis queX - X? est définie et dérivable siR .

Pour toutxD]O;+oo[ , F'(x) = 2(In x)“ x% :L}TX

18) La fonction définie parf(x):ln‘l— xz‘ est définie et dérivable pour toutes les valeursxdeelles que
1-x*#20 = xO]-0;= 0]-14]0] L+oo[ . Selon la valeur de, 'expression def (X) n'est pas la méme.

2%
Xt -1

Pour toutx0]|-L1 , 1-x* >0 donc‘l— xz‘ =1- % et par suitef (X) = In(l— x2) . Alors f'(x) :JLXZ :22—)(1

Pour toutx[]=eo; =1 O |L#eo[ , 1-x* <0 donc‘l— xz‘ = x* -1 et par suitef (x) = In(x2 —1) . Alors f'(x)=

Ainsi, on peut affirmer que pour toxt]~co; =] O ]L+eo[ , | f'(x) =22—X
X —

1

Exercice n°15
1) f(2)=0 se traduit par I'équatiom(2a+b)=0 = 2a+ b=1
De plus f'(x) = donc f’(3)=§ se traduit pa&=§ = 4a=3(3a+h) = 5a+ 3b=(

ax+b 4 3a+b 4

» _[2a+b=1 L ([6a+3b=3 3, a=3 3L-L ra-3 3oL
On doit résoudre le systeme = = —-5a =
5a+3b=0 L, 5a+ =0 L b:T L, b=-5 L,
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Ainsi, | f (x)=In(3x-5)|, qui est définie si et seulement3si—5> 0 XDE ;+oo[.Ainsi D, =E;+e{

La fonctionf est la composée de deux fonctions strictement croissantes donc est strictement crmss;gntea%ur

2) La courbeC passe par le point A(2 ;0) impquué(Z) =0 In(2a+b)= 0= 2a+ b= 1 Latangente en A ait pour

coefficient directeur —2 impliquef’(2)=-2, c’est-a-dire ib:—zc» a=-2(2a+b) = 5a+ 2b= 0. On doit

2a+b=1 L {4a+2b:2 o, |22 2L~k {a:—z 2,-1,

résoudre : - -5a
{5a+2b: 0L Sa+ 2b=0 L b=— L, b=5 L

2

Ainsi, | f (x) =In(-2x+5)

Exercice n°16
Partie |

1) g est définie et dérivable su}0'+00[ en tant que somme de fonctions qui le sont, et pour mﬂ]O;+00[,

1_2¢-2_2(¥-1) _2(x-1)(x+1)
X X X X
Puisquec0, le signe deg'(X) sera donné par le signe fle—1)(x+1), expression dont les racines sont -1 et 1

g'(x)=2x-2x=

Ainsi, pour XD]O;l[, g'(x) <0 doncg est strictement décroissante sur |0 ;1[, et pourIdIi]l;+00[, g'(x) >0 donc

g est strictement croissante S]L‘lr+oo[

. . . —12 _ _ .
2) Sur]0,+00[ , g atteint donc son minimum lorsque= 1, et commeg (1) =1 - 2% I_[)Ll— 1, on peut affirmer qu@ur

tout Xx(0]0;+eo[ , g(x) >0
Partie Il

1) Puisquelirrtljln X =—00, on en déduit par guotient et somme, 1im(1) f (x) =—oo|. La droite d’équatiox = O (c’est-
X X

x>0 x>0

a-dire I'axe des ordonnées) est donc asymptote verticale a la courbe (C)

)xllnx

2) On transforme I'écriture digx) : Pour toutxD]O;+00[, f ( =—+—+—

2 X X

- . . ., Inx _ . .1 X .

En utilisant la limite de croissance compardé® —— =0 et puisquelim —=0 et lim — =+, on déduit par somme
X—to Y X +o0 Y X — 00 2

. Xx_1 Inx In x 1
que | lim f (x) = +oo|. De plus, pour touxd]0;+eo[, f(X)~===+—=, et puisquelim —==0 et lim = =0,

X — +00 2 X X X—otw Y Xt Y

. X . N X N
on aura dong lim ( f (x) —Ej =0|.|La droite(A) d’équationy =3 est asymptote oblique & (C) o .
N iy . S , e X _1+Inx
Pour connaitre la position relative de (C) (&), on étudie le signe de la différenck(x)-= = . Or
X

f(x)—E:O«:» 1+InX= 0o Inx=-1c x=_= ¢ etf(x)—§>0«= 1+Inx> 0= Inx>—-1c x>1= ¢
2 e 2 e

Ainsi (C) et(A) sont sécantes au point A d’abscislss e et d’ordonnéef (lj = 2i
e e e

De plus, sur} 1[ (C) est en dessous (&) , et sur} [ (C) est au dessus §A).
e
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3) f est définie et dérivable SI]@;+00[ en tant que somme et quotient de fonctions qui le sont, et poux ﬂ)}ﬂ;+oo[ ,

1

=xx—(1+Inx)x1
. 1 1 Inx_ 1 1
L A WL el &

Puisque pour tout(D]O;+00[, 2—12 >0 et g'(x) >0 (question 2 de la partie 1), on conclut que pour bdﬂt]0;+oo[,
X

f'(x) >0, donc quef est strictement croissante s]ﬁ)‘, +00[ <10 +oo
Le tableau de variations dest donc : > +oD
| o y 7 () /
4) La droite(A) a un coefficient directeur égal—za -
- . . . a1 Ina
Le coefficient directeur de la tangente (T) en un point d’abscisse a est ég(ai)F 2 —-——
a

La tangente (T) sera paralléle(A) si et seulement si ces deux droites ont méme coefficient directeur, donc si

seulement sif ' (a) :% - In_2a =0 = Ina=0< a=1.|Cest donc au point B dabscisse 1 et d'ordonr¢g) :g
a

que la tangente (T) sera parallélg/)

5) Sur ]O;+00[, f est continue en tant que somme et quotient de fonctions qui le sont. De plus elle est stricten
croissante sur]0;+00[. Enfin, puisquelim f (x) =~ et lim f(x)=+eo, on aOD}Iim f (x); lim f(x){ Le
X-0 X - +00 XHOO X — +00
X>

x>0

théoréeme de la valeur intermédiaireaffirme donc I'existence d'une valewr telle que f (a) =0. Par définition,

2

+
f (a) =0 = g+1 Ina =0 < |Ina= —%—1. Le coefficient directeur de la tangente a (C) au point d’abscisse
a
2
1 Ina _1 (_C;_lj 1.1 1 1
estégal af'(a)==- ngr ==- 4 =—+=+— =1+—>1. Ce coefficient est donc supérieur & 1
2 a 2 a 2 2 «a a
6) . . : : : : :
A s A 4 Ammee pomomog C
. i Z i . (&)
z -] IRERTREEEE R s GEREELL e -
: : : ' : : _ 2
1 1 E 1 1 y 2

______________________________________________________
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Exercice n°17
Partie |

1) f est définie et dérivable SL]rO;+00[ en tant que somme et fonctions qui le sont, et pour Kjﬂﬂo;+oo[,

f'(x):1+1><£=1+—1. Mais commexD]O;+00[, on aura1+21>04:» f'(x)>0 . ‘f est donc stricterdet
X

2 X 2X

croissante su}0;+oo[ .|De pluslimIn x = —co donc|lim f (x) = -co|.

x-0 Xx-0

x>0 x>0

. 2 1 Inx . ... Inx .
Enfin, pour tout XD]O;+00[, f (x) =X 1__+EX_ . Par croissance comparédim —— =0, et puisque
X X Xoke Y
.2 . s . ,
lim —=0 et lim In X =+, on conclut, par différence et produits quien f (x) = +o0
X+ Y X — +00 X — +00
Le tableau de variations dest donc x |0 1o
+oo
Hf‘[x] #ﬁf;rff“ﬁfﬁéer
—o0

2) Sur l'intervalle ]O;+00[, f est continue et strictement croissante. De ﬂlngsf (x)=—oo et lim f(x):+oo.
X — X - +00
x>0

X-0 X — +00
x>0

CommeOD}lim f(x); lim f (x){ le théoréme de la valeur intermédiaireaffirme I'existence d’une unique solution

| a I'équation f (x) =0. Gréace a la calculatrice, on peut dresser un tableau de valelimide

]0;+eo[ . Puisque()<0 etf(2)>0, on peut affirmer qué O]1; 2|, doncn=1

3) Puisquef est strictement croissante s}.@; +00[, pour toutxD]O;I[, f(x)< f(l), cesta-
dire f (x) <0, et pour toutxD]I;+00[, f (x)> f (1), cestadief (x) >0,
Partie Il

1) On utilise la limite de croissance compaifa x?In x=0 pour conclure, par somme, quim g(x)=0=g(0)|,
X— X -

x>0 x>0

. 7 1 1 . .1

donc quelg est continue en 0. Pour toutd]0;+w[, g(x)=X —§+——Zlnx . Puisque lim = =0 et
X Xa+oox

. . 7 1 1 . : 2 .
imlnx=+40, on a lim —§+——Zln X=-0co, et puisque lim X =+, on conclut par produit que
X — +oo X — 00 X X - +oo
im,9(x) =~

2) g est dérivable sur]0;+00[ en tant que somme et produits de fonctions qui le sont, et pourxtOut,
g'(x):-gxzxu-%(u(x) 3+ U XY N otu(x)= €= U(}=2xetv(x)=In x= \I(x):)l(.

Ainsi g'(x) :—Z x+1—i(2x|n X+ )%xlj :—Z x1- Xlnx—ix=—2x+1—; xIn x

X 2
On calcule par ailleursf Do 1oos [ 1) )=x —1—2——1In(x) —1- 2x- L xInx
X X 2 X X 2 2

. . 1

On a bien I'égalitd g’ (x) = xf (j
X
2 2
3) On calculeg(}j =—Z(—1j +—1——J'(—1j In—1= ——Z+—1+—;Llnl
| 8\ I 4\l | 81 4
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Or par définitionf (1) =0 = | - 2+% I =0 I1 =224 ). Onremplace donc dans le calculgé:l—Lj :

1 7 011 7 1 4-2_ -7+8+2(4-2)] 1+4
= +—(2(2-1))=——+-+ = = , d’'ou I'égalité demandée.
g(lj 2( ( )) 82 I 42 8|2 8|2 g

4
' R , 1 .
Pour toutx>0 , g'(X) aura le méme signe qufe(—j . Ainsi :
X

Si XD}O;I—l[, on aural >| donc f (lj >0 et par suiteg’ (x) > 0.
X X

Si XDL};%O[, on aura~ <| donc f (1j<0 et par suiteg’ (x) <0. Enfin g(%) zl—l f(l)=0
X X

. , , 1 , L 1
La fonction g est donc strictement crmssante}lﬂi{ et strictement décroissante S:|T(; +00|:

Son tableau de variations est donc :

x 0 E +oo

!

(1] 1444
. E1717 5
g(x) /[ { o \‘

1] —0

4) Une équation de la tangente & la coufbeeprésentative dg au point d'abscisse 1 est= g (1)( x-1)+ g(1). or

point d’abscisse 1 esy = —(x-1)+

9 , : R . .
= —x+?3 . Une équation de la tangente a la coufrbeeprésentative dg au

point d’abscissé est y = g (1)(x~1)+ g(1). or g'(1)=0 et g(%) = 1;24 . Ainsi une équation de la tangente a la

+
courbel” représentative deau point d’abscissedst|y = 18I ;II

. ' 1 - - . .
En reprenant I'écritureg (X) =-2X+ 1—5 xIn x, et en utilisant la limite de croissance compalnérgaxln x=0, on
X -

x>0

conclut par somme qudirr(IJ g'(x) =1|. Graphiquement, cela signifie qlie admet en O une demi tangente paralléle a la
X—

x>0

premiere bissectrice.
5)
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Exercice n°18

1 , . ,
1) f(X)=x-5x+=. f est continue sur]0;+00[ en tant que somme de fonctions qui le sont, donc admet de
X

3 2 3 2
X X X X
primitives sur]0;+00[ , et pour toutxD]O;+oo[, F(X) =§—5?+ In (|x|) =§——2 +In (X) puisqueXD]O;+00[
X2+ X+1
2) f(x)=——. f est continue suﬂ0;+oo[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
X
N . x? +x+1 1
s'annulant pas, donc admet des pr|m|t|ves]§);m-00[ , et pour toutXD]O;+00[, puisque f (X) =—=x+1+—,
X X

2
F(X) :X?+ x+|n(| )4) X?+ x+In ( X | puisquex 0]0;+oo|

7 5 . . . .
3) f(X)=—+—=+ f est continue su]0;+oo[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, donc admet de:
X /X

1
N
primitives sur]0;+00[ , et pour toutxD]O;+oo[, F(X)=7In (|><1) +5x 2\/;(—% = 7In( X+ 1&/7(—% car XD]O;+00[

3 . 4 . : . ; .
4) f(x) :ﬂ'f est continue sur§;+oo en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
X_

3 _u(x

3x-4 u(x

I 4 :
s'annulant pas, donc admet des primitives sur§;+oo, et puisque f(x)=

u(x)=3x-4=U(N=3, F(x)=In(‘u(x)‘):ln(|3x—4|): In(3x- 4) carxDE;ﬂo[

1 : , . . . .
5) f(x) =—1. f est continue sw]—l;+oo[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
X +

i:u'(x) ouu(x)=x+1= =
x+1 u(X (¥ 1= (=1,

s’annulant pas, donc admet des primitives]sdr, +00[ , et puisquef (X) =

F(x)=|n(‘u(x)‘)=ln(| x+]j)= In( x+ 1) | car xO] -1+
6) Si x0]-o0;-1,|F(X) =In(|x+1) = In(-(x+1)) = In(-x~ 1)

7) f(X)= . T est continue sm]2;+oo[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
2x  U'(x
s’annulant pas, donc admet des pr|m|t|ves]§a,|ﬂ-00[ et puisquef (X) = 2 = (( ))
x* - u( X

ol u(x): X-4= U(X=2x F(x)=|n(‘u(x)‘)=|n(‘%—4‘)= In( >3—4) car x[0]2; +oof

8) (=5

- sur[2 +00[ f est continue SL{I‘Z +00[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur

ne sannulant pas, donc admet des primitives SEQ;+00[, et pour tout XD[2;+00[, puisque

3 _1u(x
f(x)_é x-5 3 u(¥)

,ouu(x)=3x-5= U( ¥ = 3,|F(x) =%In(|3x—5{) =% In( 3= 5| car xO[ 2; +oo

X+1 . , . . . .
9) f(X) :TZ surR. f est continue suR en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
+2X+

s'annulant pas, (le discriminant du trindrr&+ 2x+ 2 est strictement négatif) donc admet des primitivesfsuet pour

X+1 1 u() ou ():)(2+2x+2:>lj()§=2)(+2,
XCA2X+2 2 U(X)

tout xOR, puisque f(x)=

F(x):%ln(‘u(x)‘) (‘)@+2x+4) In(x +2x+2) puisquex OR = X* +2x+ 2> 0
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10) f(X) =

1 sur] 11[ f est continue su} 11[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur

ne sannulant pas, donc admet des primitives S]Jfl'l[ et pour tout xD]—l‘l[ puisque

v szle ;uu(()) otiu(xX)= ¥ -1= U( = 2% |F( = —ln(\( )) = —In(‘% 1) = —In(l <)

puisquexD]—l;][ =1-x*<0

f(x)=

Exercice n°19

1) Pour toutx 0[4; +eo[ , ax+ b+ ¢ =(ax+ b) (x-2)+ c_ ak+(b-23 x2b

X—2 X—2 X=2
a=2 a=2 >
Ainsi ax+ b+CZ= f(X) = {b-2a=-3 = :b=-3+4=1 .PourtoutxD[4;+00[, f(x)=2 x_ 5
X— _

-2b+c=-4 C=—-4+2=-2

2) f est définie et continue SLﬁA;+00[ en tant que somme et quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur r

2 on deduit
X—2
lexpression d'une primitve F de f sur [4;+oo] @ |F(x)=x"+ X—2In(| X— q)= X+ % 2In( % 9| car

xO[4;+e0[ = x-2>0

s’annulant pas, donc admet des primitives {;4r+00[ A partir de I'écriture f(x):2x+1+

Exercice n°20

COSX e . T . . . . :
1) f(x)=——. f est définie et continue S%O;Z[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
sinX
_ T T . cosx _ U'(x
s'annulant pas, donc admet des primitives $0r | , et pour toutx[ |0;~-| , puisque f(X)=—— = ( ) ou
2 2 sinx  u(x)

u(x) =sinx= u( ¥ =cos x,‘F(x) =In(\u(x)‘ =In[sin %) = In(sin >§‘ puisquexD}O;Z[: sinx> 0.

In x e : . : : 3 :
2) f(X)=——. f est définie et continue sn[|1;+00[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
X

s‘annulant pas, donc admet des primitives SL[EL;+00[, et pour tout XD[1;+00[, puisque

0O _(n(a)

2 2

(9= xin x= U (R ) ouu(x)=In x=> U( 4=

3) f(x)= . f définie est continue SL]fL; +00[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
xIn x
| o . . _Ux_u(x)
s’annulant pas, donc admet des primitives ]51;&00[, et pour toutxD]1,+oo[, puisque f (X) “nx ( ) , ou
nx u(Xx

u(x) =In x= u(x):)l(, F(x)=In(‘u(x)‘)=In(\|n(x)\)=|n(ln( ¥)|car xO]L;+eo[ = Inx>0

4) f(x)=tanx. f définie est continue su}z;ﬂ} en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne

sinx _ -u'(x)
cosx  u(x

s’annulant pas, donc admet des pnmﬂwes}% } et pour toutxD} 5 } puisque f (X) = , OU

~—

u(x) =cosx= u( ¥ =-sin »|F(x) ==In(ju(x)|) ==In(|cosx]) = - In(- cos

, puisquexD}Z; n} = cosx< C.
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Exercice n°21

2 1
1) J‘ﬁ=F(Z)—F(0) ou F est une primitive def (x)=i=u (X)
x+1 u(x

donc F(x)=|n(\u(x)\):ln(| x+1)).
Comme pourtoquD[O 2] Xx+1>0, on auraF (x) = In(x+1 doncj dj(l IN(3)-In(0+1)= InZ

donc

&J'
2) _J;X+2dx: F(-3)-F(-4) o0 F est wune primtive de f(x)= +2_ u((x))()

F(x)= 3In(‘u( x)‘) = 3In(| X+ 21) . Comme pour tout  xO[-4;-3, X+2<0, on aura

F(x) =3In(=(x+2)) = 3In(-x- 2 doncf)jzdxzsm(—(—is)—z)—3In(—(—4)— 2= 3Int 3In(2F - 3In

0 [
J- 4 dx=F0)-F(2) ou F est une primtive de f(x)= 4 :—ﬁxu(x)

3
) %, 1-5x 1-5x 5 u(x

donc

F(x)=—£5‘r><ln(u(x))=—:XIn(1—5x). Comme pour tout XxO[-2;0], 1-5x>0, on aura

4 4 _ 44
dx= ——5><In(1— 5x 0)—(—5>< In(1- 5¢(- 3)} g+—In(11)

4
F(x)——gXIn(l 5x) doncj £

4) Jl'xz +x2( 24 Jj(1+ jdx [x+|n( ){()+)2(l2 :2+In(a)+§—(1+ In(1)+ﬂ= In Z
5) :[(4+2x X+2jdx [ix+|n(2— X) = 4In(| x+ Z)I
:(%x4+|n(|2—4)—4|n(| 4+ Z{Z)j—(%x 3 I > 8- 41 3 |?)=%—4In(3)+3|n2
G)J"nxdx IU Ye dx:{ 2( )I:[(mzxq :(|nj2_(|n;)z:£2
7)Iln(1 X) g, ‘fxil'”(l‘x)dﬁi‘u()? 0 dx:{u(ZXT ={(|n(1;x))z}
__(n@-0)*, (In(2)” _ (In(2)’
2 2 2
Exercice n°22
1) Pour touude]1;+oo[, X+4+ Xﬁ]_: (X+4))Ei<;1)+3= XZ_X;i)l(_AnL 3: %;i(— 1: ¢ (x)

2 2

_ X“+3x-1

2) Pour  calculer I’mtegrale.[ 1
X_

2 2 2

2 _ 2 NG
jx +3X 1dx I(X+4+3'1j dx—{2+4X+3|n X_]q {2+ 4+ 3In( x— :)} car pour toutxD[2,4],
) 4

4 X= 4

X +3x= X v 222+8+3In(2 )- (2+ 16+ 3I 4 )j - 14 31H)- 3In3- 4 3Ir

X=1>0.0n conclut.[
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Exercice n°23

ax+b)(3x+2)-c 3ax+(2a 3h * 2b
1) Pour toutx de —g;+oo , ax+b- ¢ =( )( ) = ( b =f(x) si et
3 3X+2 X+ 2 3X+2
3a=6 a=2 a=2
seulement si 2a+3b=13< { =13 X 2= {b= . Ainsi, pour tout )de}—i;ﬂ{, f(X)=2X+3—3 o
X
2b-c=4 c=2b-4 c=2
2) Pour calculedwdx on utilise la transformation d’'écriture ci-dessus
3X+2
2 2 2 2
I6X+13X+4dx:j(2x+3— 2 jdx:{xz+3x—zln(3x+ a)}
3X+2 5 3X+2 3 0

=22+3x2—3|n(\3>< 2+ $)—(6+ ¥ 02 I 3 8 ;zj= 102 In82 2 10°
3 3 3 3 38

Exercice n°24
1) g est définie et dérivable SL]D;+00[ en tant que produit de fonctions qui le sont, et pour DoEt]O;+00[,

g'(x) =1xIn x+ XX£—1= In x+1- 1= In x. g est donc une primitive de la fonction In §Or+00[
X

2) On en déduit donc qupln xdx= g x)]: =[dan x ¥= & e e(in1-1)=1
Exercice n°25 '

e e 2
I :jxln xdx:J- u( X v( 3 d:ouu(x)=Inx= U >§=1 etV (%) = x= | >§=X2 sont continiment dérivables.

X

D'aprés la forleJIe d’intégration par parties,
! :[“(X)V(X)]e_,f UV ) d= X—zln e—.?1><)(2dx:ezln e—EInl X e:
o 2 X 2 2 2 4 X

1 1

LS

_€,1_é+1
4 4 4
Exercice n°26
1) En réduisant au méme dénominateur : Pour tswidtement positif,
at™+b_c_ t(at™ +b)+c(t'+1) (a+c)t'+bt+c_ 1
"+l ot t(t"+1) Sty )’

si et seulement si, par identification,

a+c=0 a=-1 <
1 t”l

t(t“+1) 41t

b=0 < {b=0 . Ainsi, pour tout strictement positif;
c=1 c=1

n-1

2) On utilise I'écriture f, (t) =

1 .
+E pour calculer I'intégrale :

t"+1
2

ijn j(_t:ll+tjdt [ rllln(t”+1)+ln(t)} :—iln(2”+1)+ |n(2)+i n(2+ 3+ ()

:iln(1n+1)—iln(2“+])+ In( 2= I{(zniljnlﬂn((zn)ij: n{n 22”n::1J
et _aw(y
(t”+1)2 nw (1)
=- 2 - et ainsi ( _l|nt y _ 2_2lil
v(t)= nw(t) (tn+1) t Jl-( ) Jl' (t) V(1) dt [L(t)\(ﬂl Jl' ()¢} d

3) On pose u(t)=Int=u(t)=

-1

et V(t)= oo w(t)=t"+1, donc
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Exercice n°27

1) Puisque pour tout N, In(u,,,) =1+ In(u,) = In(€) + In(y,) = In( ey), on en déduit que pour toat N,

u,,, = eu,.|La suite(u,) est donc une suite géométrique de raisenhde premier termg, = 2

2) Puisque la raison de cette suite @stl et queu, > 0, on en déduit que la suifel,,) est strictement croissante et que

lim u, =+

n - +oo

n
3) Puisque la suitu,) est une suite géométrique de raisat ée premier terme, = 2, la sommez u, vaut done
k=0

nombre de
termes
——

1_e n+l ><]-_en+l B 2_ 2é‘|+l

U, X =2

- 1- e 1-e 1-e
premier ‘_1‘
terme railson

4) Puisque la suit€u,) est une suite géométrique de rais@t de premier terme, = 2, on établit que pour tout
nON, u, =u,x € =2€. Ainsi, pour toutnON,, In(u, ) = In(Zé‘) =In2+ In(e”) =In2+nin(e)= In2+ r.
(n+1) n(n+1)+ 2nin2

La sommeznlln(uk) vaut donc iln(uk)=zn:(ln 2+k) Zln 2+2k nin 2+

k=1 k=1 k=1 2
En utilisant les propriétés de la fonction logarithme népérien,
n(n+1)+2nin 2 n(n+1)+2nin2
puisqueln (U, x u, x...x ) = Z In(y,)= n( ) on déduit qual, XU, X..x Y, = e 2

Exercice n°27
1) f est quotient de deux fonctions dérivables %itR"", dont le dénominateur ne s’annule pas Rir, donc pour

tout xOR*, f(x)= \%3 avecu(x) =Inx= U )92)1( etv(x)=x= V(X =1,
EUCNCRIENCS XL 4

(v(¥)’ X X
2) Pour toutx JR*", x* >0, donc f'(x) aura le méme signe qde- In(x).
Ainsi f'(x)=0 = 1-In(X)=0= In(x)=1= x=¢g, et f'(x)>0 = 1-In(x)> 0= In(x)<1l= X< e On peut

donc| f

ainsi conclure quEst strictement croissante gi€] , et strictement décroissante $@y+oo|

3) Une équation de la tangente d & point d'abscisse 1 est donnée par f'(l)(x—1)+ f(]) Costadire
y=1(x-1)+0, c’est-a-dir

4) En remarquant que lécriture dd est f(x)=)1(><ln(x), donc de la formef(x)=u’(x)>< u( ¥ avec

u(x) =In(x), on en déduit qu'une primitive dé surR” estF —[ ] In X’

5) La fonction G est la primitive sUR*", de la fonctionf , qui s’annule en 1. A|n5|, pour tostOR™, G'(x) = f(X).
Etudions le signe def(x) sur R*, qui est le méme que celui dinx (car xOR" = x>0), donc
f(x)<0 = 0<x<1et f(x)>0= x>1. Ainsi G'(x)<0 = 0<x<1 et G'(x)>0 = x>1, donc|[G ebt

strictement décroissante s].@;l] et strictement croissante S{Lll,’+00[ )
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Exercice n°28

1) Pour toutx >0, M=%((In x—gj =Exln x—%. Or Iin})xln x=0 (limite connue dite « de croissance comparée »), et
X X—

.3 . f . s . L
lim X =0. Par somme, on en conclut qumﬂ =0. Puisquef (0) =0, on peut donc réécrire le résultat précédent sous la
X

x-0 4 X-0

forme IimoLg(o) =0, ce qui démontre qufeest dérivable en 0 et ,quié (0) =0
X X —

2
2) Pour tout x>0, f’(x):x£|n x_zj.pxz(lj:xln x-§x+%x: An x- x= XIn x1). Puisquex>0, f'(x) est du
X

signe delnx-1. Ainsi f'(x)>0 = Inx=1>0= Inx>1= x>e

f est donc strictement décroissante Je| et strictement croissante s+ .

. 3 X .
De plus, lim Inx===+c et lim ~— =+, donc par produitlim f (x) =+
X — +oo 2 X — +00 X — +00

€’ 3 e’

2
3) On calcule f (e) =€ In(e 3= 1-=-|=--<0. Sur I’intervalle[e; +oo[ f est continue et strictement croissante. De
2 2 2 2 4

plus f(e)<0 et lim f(x)=+oo. PuisqueOD[f(e); lim f(x)[, le théoreme des valeurs intermédiairesious permet
X = 400

X — +0o

d'affirmer I'existence et l'unicité de la solution de I'équatiéix) =0, sur[e;+eo|

4) L'équation de T esty= f'(1)(x-1) + f(1)| D'apres les calculs des questions précédentéd) =1x(In()-1=-1 et

f(1)= r In@W--|=-2. L'équation de T est dong = -(x-1) -3 cesta-dirgy=-x+1
2 2 4 4 4
5) Courbe représentative \

€ 2

e
6) a) Pour calculer | (1)= j f (x)dx = j X?(In x—%) dx, on doit
A A

effectuer unentégration par parties

3 1 X2 X3 f T 1
= -= == =\ == ]
On pose U(X) In x :}LJ()a X et V'(X) :>V(X) ,

fonctions toutes deux continllment dérivables sur tout intervalle d T
forme |A;e] (avecA >0). Le calcul devient alors

1(A)=]f (x)dx:.[xzz(ln x-zj dx
A

A

e

V(U ol 3 ¢ - U xbxe

A

p)
3 €. e 3 3 3 e 2 3 3 3

X(Inx—gj - Xxldx:e(lne—?’)—/}(In/]—gj—jxdx:—eg—/]In/l +/1—— x
6 2 ; 6 X 6 2 6 2 y 6 12 6 4 1

y!
e A8 2e A3 5¢  114° A3
+_=- + -

- - NA+=——-—+ === ~—InA
12 6 418 18 36 36 6
: . _ 11 5 o . _ 5€?
b) Puisquelim AIn =0 et lim =~ °=0 , on en déduit, par somme, qliea | (1) =-""
1.0 1-036 A-0 36

e
c¢) Puisque pour toukD]O;e], f(x) <0, l'intégrale | (/1) :J-f (x)dx représente, en unité d'aires, I'opposé de l'aire du plan
A

délimitée par la courbe (C), I'axe des abscisses, et les droites d’équations respectives x = e.

Si on fait tendreAd vers 0, on peut donc affirmer qhe l'aire du plan délimitée par la courbe (C), I'axe des abscissies, et
3
droites d’équations respectives=0 et x=e vaut53i6
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Exercice n°29
1) f est définie pour toutes les valeursxdelles quex| >0, c’est-a-dirgD =]~c0;0[ 0]0;+oo[ | L'ensemble de définition

def étant symétrique par rapport & zéro, pour totD, -xOD et f (-x)= —xln(|—>1) = —xln(| >|{) =- f( ¥ doncf es}

impairg.

Puisque lim |X = +c, et puisquelim In(u) =+c, alors en posant =X, on obtient im In (\x\) =+00 , puis par produit
U — +oo

X — +00 X — +00

lim xIn(M):+oo, cest-a-dire [ lim f(x)=+o| De la méme maniére, puisqueim || =+c, on obtient
X — —00

X — +co X — +0o

lim In (]X) = +e0, donc par produitim xin (|X)= e, cest-a-dirg lim (x) =—oo|

Ko oo g
Enfin, L'”})|X| =0"*, et puisqueLirrg)In(u) =-w, on en déduit, en posant=|X, que Ixirryn (\x\) = -0, Puisquegrrg)xzo,
u>0
on obtient alors une forme indéterminé@x—oo ». Pour la résorber, deux solutions s’offrent a nous :
- ou on applique la régle de croissance compaie xin (x)=0 et Ixm?)xln(M) =0 car toute fonction polyndmiale
x>0 x<0

« 'emporte » sur la fonction logarithme népérien
- ou on distingue deux cas (ce que nous aurons a faire tot ou tard !) :

Si x>0, [ =x donc f(x)=xIn(x) et alorglim f (x) =lim xn (x) =0 | (limite bien connue, elle aussi de « croissance
X0 x-0

x>0 x>0

comparée »)

Si x<0, [X=-x donc f(x)=xIn(-x)=-(-XIn(-%. En posantu=-x, on se retrouve a examiner la limite
Li[?)—uln(u) qui est identique & la précédente. Ait’rl%!')—(—x)ln(—x)=0 c'est-a-dire letc?)f (x)=0|
u>l X< X<

Sur |-0; 0] et ]0;+oo[ , f est dérivable en tant que composée et produit de fonctions qui le sont.
Pour tout xO]-e0;0[, puisque f (x) = xIn(-X), on en déduit, par applications successives des formules de dérivatic

(uxv) =u x v+ ux V et (In(u)) s , quel f'(x) =1xIn(=x) + xx _)1( =In(-x)+1
u _
Pour toutx0]0;+e| , puisquef (x) = xIn(x), on en déduit queg ' (x) =1x In(x) + xx)l( =In( ¥ +1
2) Puisque pour toukd]0;+eo[ , f'(x) =In(x)+1, on résout:f'(1)=0 = In(A)=-1= |[A=€" =—i
Puisque2,5<e< 3, 1 < —1 < —1 . Comme1 >0,3 et i =0, 4, on trouve I'encadrement annoncé.
3 e 25 3 2,5

3) Pour toutx0]0;+w[, f'(x)>0 = In(x)>-1= x>A. Ainsi, la fonctionf est strictement décroissante §0rA[ et
strictement croissante s{l;+e| , d'ou le tableau de variations (avé§A)=AIn(A) =i|n (3 =1e><(—1) = —16)

x 1l A +oo

Sz — 0 +

A1) 0 +oo

F =y 1 7
2

4) On effectue une intégration par parties sur I'intervhljg] ,avecx>1: G(X) =I g(t) dt= le In(t) dt
1 1

En notantu(t) =In(t) = u'(t) :tl et V'(t) =1= v(t) = t, fonctions toutes les deux continlment dérivables[]slx], on

obtientG(x)z[u(t)\(t)]j—f d() () dt=[ tn }j—ftlx tde dn x1xIn()-[t]; =xInx— x+1

1 1
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La fonction G définie sufL;+e[ par|G(X) = xin x— x+1] est donc la primitive de la fonctiandéfinie parg(x) =In x,
gui s’annule en 1. Mais puisque toutes les primitives de la fongtemmt définies « a une constante prés » ; la fonction

X — XIn Xx— x| est aussi une primitive dg
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