ECERCICE N°1

Une urne contient une boule rauge, deux baules blanches et trois boules
noires.

19) On extratt simultanément trois boules de cette ume. On suppose tous les
tirages équiprabables.
st & 13 vanable aléataire ¢nombre de baules blanches pammi les trais
haules extraitesy,

Déterminer |a loi de probabilté de », son espérance mathématique et son
écart-type.

2) On extrait successivement trois boules de cette ume, en remettant aprés
chaque tirage |a baule extrate dans fume. On suppose tous les tirages
équiprabables.

sat Y la variable aléatoire qnombre de tirages o0 apparait une baule
blanches.

Déterminer [ loi de probabilité de Y et son espérance mathématique et son
ecart-type.
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CORRECTION ECERCICE N°1

1°) L'univers Q2 est l'ensemble des tirages simultanés de trois boules de I'urne.
On suppose tous les tirages (Evénements élémentaires) équiprobables.
On sait, dans ce cas, que la probabilité d'un événement A est donnée par:
card A
b = card 02
machant qu'il v a six boules dans l'urne, et qu'on fait un tirage simultane de
trois boules, on a

G
card 0 = (3

# est la variable aléatoire «nombre de boules blanches parmi les trois
boules extraitess. Comme il v a deux boules blanches dans lurne, le
nombre de boules blanches tirées peut &tre egal a0, 1 ou 2.

Ona X)={0;1;2}

Déterminer la loi de probahbilite de X, c'est donner les valeurs de ;

pir=0) o plE=1) 0 plr=2)

(#=0) est I'evéenement : «aucune boule blanche parmi les trois tiréess.

Le nombre de tirages de trois boules ne compartant aucune boule blanche
est alars le nombre de tirages de trois boules parmi les gquatre boules gui ne
sant pas blanches {une rouge et trais naires).

Comme il s'agit d'un tirage simultang, on a:

card (X = 0) = @:4

Donc p(K:Dj:M_i

card @ 20

] =20 (nombre de parties 4 3 éléments dans un ensemble de 6 éléments).

pix=0y=1

M|

i(#=11est I'\vénement : «exactement une boule blanche parmi les troiss.
Les tirages de trois boules compoartant exactement une boule hlanche sant
les tirages comportant une boule blanche et deux boules qui ne sont pas
blanches.

Comme il s'agit d'un tirage simultang, on a:

card (x =11= G] x G] =2x b =12 (Cnchoisit 1 blanche parmi 2 et 2 non blanches
parmi 4.
Done pix= 1)z card @ =1y _ 12 X =1]=2
card O 20 5

Z &
‘-1,::5-‘— | F
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2%y L'univers 1 est I'ensemble des tirages successifs et avec remise de trois
boules de l'urne.
Y est la variable aléatoire ¢nombre de tirages o0 apparait une boule
blanches. Puisgu'on remet la boule dans l'urne apres chague tirage, le

futre méthode :
On suppose tous les tirages equiprobables.
On sait, dans ce cas, que la probabilité d'un événement & est donnée par :

nombre de boules blanches tirees peut étre egal 30, 1, 2 ou 3. PlA) = E::S g
Ona Y[Q]:{{D 10203k . . - sachant qu'l v a six boules dans l'urne, et qu'on fait un tirage successif et
La variable aleataire ¥ correspond a un schéma de Bernouilli. : : .

avec remise de trois boules, ona: card D =hb«bxb =21k

, . , 1
Pour chague tirage la probahilité de tirer une boule blanche est —. ) L
| P (¥ =0) est I'événement ;. «aucune boule blanche parmi les trois tiréess.

L2 lai de probabilité de ¥ est une loi binomiale de paramétres F'—l ot p= 3 On prend donc, a chacun des trois tirages, une boule parmi les quatre qui ne

3 sont pas blanches. card (V=01 =4 « 4 x4 = 64
- 3N (1 I card (Y =0) _ 64
Pour tout entier s telgque D=k =3 ,ona ‘f:&:()(_) (_ Donc pi =01 = = Y =0
| P=0=1,)3) |5 === ae 2 POY =0)= 7
_mo (P A8 _ave (Y 3 a2 _ . - -
Donc pi¥=0)= o1zl 15 =5 pif =1 = Izl 5] =5 (¥ = 1) est l'evénement . «exactement une boule blanche parmi les troiss.
3/ d 27 3 27 La boule bhlanche peut &tre tirée en 1%™ en 28™® ou en 3™ position.
BmEal g 3T On peut donc décomposer I'événement (Y = 1) en une réunion de trois
plv =2)=1 3} \3) T o pl¥=3)=14 3 \3) 737 gvénerments deux & deux incompatibles
Eq: EE,E ,E fune blanche, une non-blanche, une non klanche)
La loi de probahbilité de Y est donnée par: E,: EBE
g 0 T Z 3 E.:B.BEB
PiY = ) 5 12_4 b_2 1 avec card Eq = 2wded =32 ; card E; = 4254 =32 ; card Eg =2xdx4 =32
27 A8 A8 ey 55 12
Donc card(¥ =1)=3«32=596 et pif =1l=——=_-=
216 27

0 t werifi V=0 +plY =11 +p¥ =) +p(¥=3)=1
N peut verifier que pl )+ el J+nl )+l ) (% =2) est I'événement . ¢exactement deux boules blanches parmi les troiss.

L'esperance mathématique de X est: La boule non blanche peut &tre tirée en 19™, en 2¢M2 qu en 3™ paosition.
E(Y)=0xpl¥ =0) + 1xp(¥ = 1) + 2w pi¥ = 2) + 3 p(¥ = 3) On peut donc décomposer I'événement (Y = 2) en une réunion de trois
Donc E(Y) =0« EBF 1 ;? 2::25—?+3 21_Tfr % E(Y) = 1 eveniments deux a deux mi:lmpahl:lles ;
F,: BBE F,:B.B B F.:BEB

La variance de ¥ est - avec card Fo=4x2x2 =16 ; card Fo=2x4x2 =16 ; card F3=2x2x4 = 16
V) = 02 p(Y =0) + 124 p(¥ = 1) + 22« plY = 2) + 324 p[¥ = 3) = [E(V)]2 TR
Donc W(¥)=Ox o+ 1.2 +4, 5 48, 1 o122 Done card(Y =2)=3x16=458 e Y =) =FF=o

27 27 27 3

Lécart-type est ofY) = (7] donc | ofY) = 2 o) = 082 (% = 3) est I'événement ; «trois boules hlanches parmi les trois tiréess,

card (Y =3 =2x2x2=8 et plY = 3) = 1
215 =

Z &
Py | F
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ECERCICE N°2 “

Soit £ |a fonction définie sur R par f{r) = x = 1 + (x4 ¥
1°) Calculer §(x) et démantrer que f(x) = (x = 2)¢ &~

2°) Démontrer gue : pourtout x e [1: 2], 0% f(x) 5%
puis démontrer que : pourtout x e [1;2], 1sflns2

3%) Soient @ et & deux réels dans [1;2] .
b
a) Démontrer que si asd, 0 5f Fitrde 5 % (b -a).
T

b) En déduire que |£(8) = £la)| < ?-1 b=l

4%) En utilisant la fonction & définie sur [1; 2] par Alx) = fix) = x, démantrer que
'Brjuation #(x) = x admet une solution unigue o dans [1; 2],

5°) soit {u) la sute numerique définie par wy = 1 et pour tout entier naturel
b1 = flttg)
a) Démontrer gue pour tout entier naturel n, 15w 52,

b) Démontrer gue pour tout entier naturel r, |, q = o 5% |er, = o]

"
c) Démantrer que pour tout entier naturel 7, |u, = o| & @
d) En déduire que la suite (i) est convergente et donner sa limite.

ej Trouver un entier nmy tel gue pour tout entier naturel o superieur ou
égal & my on ait fu, = 2| £ 10-2

CORRECTION ECERCICE N°2

1°) f est la fonction définie sur Rpar  f{d) = x = 1 + (24 Qe ¥
f est la somme et le produit de fonctions dérivables sur IR, donc § est
derivable surlR et on a:

Flri =1+ 2x)e®+ (224 D= =1+ (2r = 22 = Qe
done | f{x)=1=(x2 = 2xr+ 2% * pourtout xe IR

f"est la somme et le produt de fonctions dérivables sur IR, danc §7 est
derivable sur R et on a

Filr) == 2r=De ¥ (= 2+ D= M= (-2x+2+ 22 = 2r+ N
donc f(x)= (x? = 4x + 4)e=*  pourtout xe IR

c'est-d-dire | f(x)=(xr=21%¢* pourtout xelR

2%) On zait que la fonction exponentielle est strictement positive sur IR et qu'un
carré est towjours positf, dane f(x) 20 pourtout x e IR
La fonction #* est donc croissante sur R,
Alars si lsxsZona F) s s 2
Fill=1-(1-2+2%1=1-e120 (1-e1=0F3 410-2 prés)
et f =144+ ?2=1-2" 5% (1-2e2=072 410-2 prés)

Alors st lgrgd ona Daf‘(lj:;;l‘f(xjgf@)g%

Donc | pourtoutxre [1:;2], Osfi(c)s

e | LD

filxial pourtout x e [1; 2], par conséguent § est croissante sur[1; 2]
Ao 1srs2 = flis fid s f(2)

filil=1=1+1i1+ 2):3‘1 =3¢ la [3@‘1 =110 §10-2 pres)

FO =214+ ?=1+6e252 (1+Be2=181 410-2 prég)
Alors si1srs2 ona 1sf(l)sfinsf2)s2

Donc | pourtoutxe [1;2], 1sf(x)s2

S &S - ’
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F)aja et b snnt deux réels de lintervalle  [1 ; 2] , on a donc
Dg;"(jgdr— pour tout £ & [ ; 8],

Les fonctions £ = F4) ; A0 e 4 % ont des primitives sur
[2; 8], et a<h, donc _J. Ddiﬂf fiit d»tsj- 34t
c'est-a-dire T _J. fit) di 5 J;T

donc Dé_[r ;“‘[»tjd,téi—(é-a) .

3°)b) Pour @ b, an obtient donc 0 s[ ;“[»tj]ﬁ 5 %(5 - a) , donc

a

Dg;"(ﬁ)-f{ajs%[ﬁ-a} et par congéquent  |f5) - (j|s b = al.

Siazb ona bsa etenutilisant le résultat précédent, on en dedl_ut
(@) - F6)] < 31 - 1.
Comme on sait que  |f(a) = £8)] = If(6) = fla)| et |a=4] =4 -a,

on a donc obtenu | £ = Fla)| 5%|.5-f.r| poura et o dans [1:2] |

4°) La fonction 4 est définie sur [1; 2] para(x) = flx) = x
fest dérivable sur [1; 2] etona A= F1(x) - 1.

On sait que 0= #x) 5% pour tout x e [1; 2],

done =12 Ff(x) - 5-41, donc -151":‘(;:]5-1— pour tout x e [1;2]

f est donc continue et stricterment décroissante sur [1; 2], donc pour tout
ke [A(2); A1)], l'équation Alx) = & a une solution unigue dans [1; 2]

A2 =fl2) =250 &t AL=Ff11=120 donc O<[A2); A1)]
Par conséquent 'gguation &(x) =0 a une solution unique e dans [1; 2],
On peut rerargquer que @ Axl =0 = fi=-x=0 < flx=

| L'équation f{xl=x adonc une solution unigue o dans [1; 2] |

9%) () est définie par wp=1 et pour tout entier naturel n, w, q = #u,)

a) Considerons la propostion Plr) - 1w, 52
On sait gue uy = 1, donc la propasition P() est vraie.

Supposons gue la propasition Pig) est vraie pour un entier a fixe {n < IN)
Alorsona 1su 52,

D'aprés le résuttat du 2°), anen dédutt que 15 f{w) 52,

cest-d-dire 15,12 cequirevent a dire que Ple+1) est vraie

On a donc démontré gque P0) est vraie et que si Pig) est waie pour un
entier o e IN, alors Pa+ 1] est vraie,

On peut conclure, en utilizant le raisonnement par récurrence que I
proposition Pir) est vrale pourtout e N,

Onadone [1sw s pourtoutne N ).

)by On a v au 3°)h) que |f(5)-f(a)|$?—1|5-a| nour g et & dans [1; 2],
Pourtoutne N, w, e [1; 2], et on sait que e e [1; 2]
dane £ ) - i) 5?-1 -0

Or par définition on & Fl) =, stonavugue flo)=

On obtient alors |un+1-m|$?—1|un-m| paurtout ae N,
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5 Considérons la proposition Qr) © |u, = o] 3 GT

On sait que wy=1 etgue e e [1;2].
L 3 0 g ]
On en déduit que  |ug =) 51, 0rona (4—) =1 donc |y - o 5(4—)

La proposition (D) est vraie.
Suppasons gue la proposition Qfa) est vraie pour un entier e fixé (e ).

3 "
Alaorsona |u, =o| = (ﬂ :

Comme onavuque |u 1 =of = % |er, = o] , on en deduit que

3 e . o i+l
ltipq =] % 1 (Ej , clest-d-dire fu g = o] 3 (4—)

ce qui revient & dire que la propasition Qfa+1) est vraie.

On peut conclure, en utilizant le raisonnement par récurrence que la
proposition Qi) est vraie pourtout me N,

Onadonc | |u, - s G)” pourtout = e 1N .

S d)Ona -1 <3 <1, donc Gim @”:D, an en déduit que Zim u_ - o=0
4 L LRV n—F4w

Donc | la suite () converge vers o |.

5% e) On sait que |u, - o] 5 G—jn pour tout i e (M.
Pour obtenir |u, = o] 5 10-2, il suffit donc de chaisir  tel que G)Rﬂ 10-2
On a G)n 2102 = {n GT  fn 102 {la fonction £ est croizsante sur 10; e[}

= nfnGjﬂ =2 4én 10

=2 frn 10 3
e fr|=|=¥frd=frd <0
R =y ':”(4) nd-tnd<l)
On a MMEDDB (4 10-3 prég), onpeut donc prendre | ry= 17
fn3=ifnd o

wW.

ECERCICE N°3

Le plan est rapporté a un repére arthonormal (O;_x}j) . (Lnité graphigue : Tem)
La courbe (%) représente la fonction £ définie par flx)=sinf x, xe [0; nl.

Le damaine & est l'ensemble des points M{x | 4) du plan tels que g z;z;(r]
| B
7 (&)
0 7 E A n
2

1°) Calculer l'aire, en cre | du domaine 2r
2°) Justifier que pourtout x € IR cosdxr = dcosZx + 3 = Gain x

T
Endéduire | sirf xdx
0

F)a) Pour x appartenant 4 [0; x], on considére les points A et B d'abscisses x,
A appartenant a l'axe (D;_;}j et B appartenant a la courbe (%) .

Le segment [AB] pivotant autour de l'axe (D;_;}j engendre un disgue dans
l'espace. Exprimer I'aire en cm? de ce disgue en fonction de x.

b) En déduire le volume en cm? du solide obtenu par rotation de la courbe
(#) autour de 'axe des abscisses.

-~

-
£

k
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L CORRECTION ECERCICE N°3 J

19 f est définie par flx)=sifx, xe[0;a].
La fonction § est positive et elle a des primitives sur [0 «] (car elle est
dérivable). L'aire, en cm?, du damaine & est donnée par

[ ., ™M —ces2x 11 o
A_JI;I ;"[x:ld'x_jl;l sint x dl-r_Jl;l — dr_{z.r dsm?xi|n
1, 1. 1. 1 ,
A=§n-3m2n—(ﬂ-4—mﬂ)- Done | A= (em)). ¥)a) AB a pour longuewr [f(x)] = s x.

Lsire du disgue de rayon AB, en cm est done | A(r) = naiet x|

2°) Pour tout réel o, on sait que ;. cos2o=2rosfa -1 =1 = 2sinfa
Alors cosdxr=2cosf2x =1=21(1 - Esinzx:lz -1=2-8snfx +Baifr -1

0 : ' I

ot = Adcoste - 4(1 — 2irlr)= = 4 + 8 sirlx. )b Le vqlume angendré par rotation de la courbe (%) autour de [axe des

On en déduit abscisses est donné en cr? par

cosdr =deos2r +3=2 =0l x + Qainfxr =1 =4 + B ainfx + 3 n

cestddire: [ cosdr-dcosdx +3=8aitx pourtoutx < IR| U:f Slxidr 0w 8(x) est la aire de section du volume Y avec le plan
3 I

Onaalors sittr=leosdr - Lcosdr+ 3 pour taut x e IR o o e
, i 2 i naralléle  yOz 4 [abacisse x cost-a-dire [aire Alx).
et par consequent :

T T vt n L
f sin‘gf.rd.rzf (lccrsf-l.r-lc052x+§)dr=|:isin4r-lsin2x+§.rj| On adane I"-,I"I:J‘ ﬂs{'nq_rﬂ(_r:ﬂj‘ siln'q_rﬂi_r:ﬂxiﬂ

done | V= %1@ o)

T
donc f sirt x dr = (L sindn = l sin?m+ E TE] - (l sinl = l sinl + D]
0 32 4 g 32 4

T
done j E!lﬂq.rﬂ'l.rzgﬂ .
il d
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ECERCICE N°4 _l CORRECTION ECERCICE N°4

Partie A
Dans tout l'exercice, r désigne un entier naturel non nul. { { { { { {

_ Ona g =t=1+4=4. +=24+—- (1+—+..+—)=—
Partie A TR T TR A AT
On considére les suites (u.) et (».) definies par: ‘

P +%+ P A Done u,q=u 20 pourtoutne N
| " " La suite u,) est une suite croigsante.
Montrer que les suites (u,) et (v.) sont adjacentes.
Justifier que () et (v) convergent vers un méme reel. Ona: ey =t =l + L - (UR + l] = lpy ] =Yy + ! -l
ntL) | T
Partie B ] b, 12wl _t-n
On considére la fonction § définie sur 0 4 par @ F.(x) = fn X" ONC Yoy = te = ¥ B - -
. el par £l = (2 ml)l el A el ()l (o)
On pose I = f e dx Commena 1 onadonc v, q=-v, 50 pourtoutne N
' La suite (u) est une suite décroissante.
1°) Demaontrer que I; =1 = 2 {
¢ Onadeplus o=, ==, donc fim (o, =) =10
» 1 R o
2%y Démontrer que pourtout k= N7 I,1===+in+ 1), fi
=4
3) Calculer I (-] est une suite croissante, (u) est une suite décroissante ef Eﬁﬂrm(un-un) =0,

47) Montrer que la suite (I) est decroissante. done | les suftes (“,J ot (”rJ st HljoEEHTES

5%) Mantrer que la suite (1) est convergente.
Déterminer sa limite (on pourra utiliser le résultat de la gquestion 27)).

6°) En utilisant le résultat de la question 2°), montrer par récurrence que - W1 Salt que deux sutes adjacentes sont convergentes et ont la méme limite.

* 1 _ 1 - ]
pourtoutme IN° - Sl =1 = 2 Donc | {u) et {u) convergent vers un méme réel |

ol (u,) est la suite définie dans la partie A

7°) En déduire  fim wu, .
”—#*tw
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Partie B

£, est définie sur J0; +eal par £0x) = KE"?I:'— et Inzjefn[.r] dr  ne N
1

1‘:':. On s Ilz-J;E fl‘j_l:_r) ﬂ'l_rz Lg%rﬂr.r

Integrons par parties en posant ulx) = é wix)=¥frx
ulx) = = 1 vix) = 1
X X

Les fonctions w, v, &*, ¢ sont continues sur [1; 2],
Cn obtient alors :

11:[-l€n.r:|e—je( l)@dx_[ _EM] j L s

x 1 1 x
C
Ilz[-lfn_r—l]:-lfnz——+l€n1+1=—l-l+l
x 1 e e 1 g @

danc [I;=1 -
=

) Pourtout ne N, 1, 4= J-Efm;l(x]ldx =_Jﬂ? i&—;ﬂ dx = IE é (fr x)m+1dx
1 1 1

Integrons par parties en posant ulx) = u(x) = (fr x)n+l

1
2

(L

o(x) = (e 1) L (@ 7
X X
Les fonctions w, v, &*, ¢ sont continues sur [1; 2],

On obtient alors

I.,1= |:- 1 (fr .rjl"“‘l:r— J-E[_ lj[n+1:| 1 ifr x) dx

x 1 "1 x x

1 ( n_rjn+1:|e+je (r+1) Md’x
IZ
- Lmeyt e Ln et ) [ E_L*”";; " dr
1

X 1 71
e

3°) On utilize la relation de récurrence vue & la question précédente :
pourr=1, on peut ecrire I, = - . I
g

On a wu gue Ilzl-g
g

Donc 12=-1+2( _2) donc 12=2—§.
g

e

L]

5

4°} On a In+1 = I.lz = _J; frn+1|:‘r:|dl‘r = _J;Efl‘nl:-r:ldlrz _J;Elzfl‘n+1|:'r:| - fRI:r:l:l dx
Donc I,,q-1,= IE (': S G I:l”] gy = J'EI[ nx) (fnx=1)

1 x? x? 1 x?

Pourxe[1;¢],0na 0sérxs<1 (afonction feestcroissante sur 0 4e0[d

Donc @rxi® a0 et frx-1)<0. Parconséquent ':”I:'R'f;x'iz'gn

Comme 1 £ e, on en déduit f (fn x)° 'f;”'l:'dxglj

Donc I,,q% I, pourtout re IN®. | La suite (I)) est décroissante |.

5°) On a %EBD pour tout x e [1: ]

e

Donc j EE’T—;E dr » 0, cest-a-dire I_ a0
1 x

La suite {I) est donc décroissante et minorée par 0.

Daonc (1) est convergente.

Motons A= fim 1,

4o

Un connait relation I,4= - 1. (m+ LI, pourtout me W
=
Si & était strictement positif, on aurait : €im I, = fim = 1 (a+1)1, = +eo
L 215 Far TR
Sia était strictement négatif, on aurait : fim I 4= &im = 1, (1)l = —co
—Fm w2

-l+EI+|[n+1]|IR donc IR+1=-l+[n+1jIR pour tout r e INF
= =

Ur ceci serait en contradiction avec |e fait que & est un réel.

On a donc .
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6°) Soit Pin) la proposition %Inz 1- l“n pour = MY
Y e

La proposition P(1) s&crit %11 =1 -luj cest-g-dire I;=1- L, (1 + 1
! g g
Soit ;=12
g

Le calcul fat au 1°), permet d'affirmer que la proposition P(1) est waie.

Supposons gue la proposition P{r) est vraie pour un entier g e INY

Alars llnz 1-=u,
il e

Calculans I
(i)l Y
En utilisant |a relation du 2%}, on peut écrire
1 1 1 1.1 n+l
I.1= S+ir+ 1| === + =1
[+ 1)1 il fr+1)! ( e 1) ”) P frr1)l (1)l 7
1 1 1 1
dane —— === +=1
)l T T )l AT
En utilisant 'hypothése de recurrence, on abtient
1 1 1 1 1 1
— I, === + 1=z =1==|u+
)l T T e " (”" (n+1;|!)
1 = - —
d':lr‘“: mln_i_:l — l - un+1

c'est-3-dire que la proposition Pla+1) est vraie.
On a donc demontré que P{1) est vraie
et gue pour tout ke INY, Pir) = Pla+1).

La proposition P{r) est donc démontrée par récurrence pour tout ke N

onadone |11 =1-2u pourtoutne
g

||'T
il

7°) De l'egalite precédente on peut déduire que :
Ly =1-L1 | done unzz(l-lln) pour tout r & MY
2 Al rl

On sait gque ﬁm I.=0 et fim L_0 Onendéduit: | &m u=¢ |,
L 4o

—+w Tt
Cestd-dire fm 1+L+ . +Li-¢
R—Hm | rl
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) ECERCICE N°5

=ur la figure ci-dessous figurent la courbe repreésentative (C) dans le repere
orthonorme (D;?j) d'une fonction # definie et derivable sur IR ainsi que son
asymptote D au voisinage de +e et =co et sa tangente T au point d'abscisse 0.

On sait que le point J{O ; 1) est le centre de symétrie de la courbe (C), que

l'asymptote D passe par les points K(=1 ; 0) et J, et que la tangente T a la
courbe (C) au point J, a pour équation y= (1 = gxr + 1.
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Partie A

17} Determiner une eguation de D.
2%) On suppoase qu'il existe deux réels m et p et une fanction g définie sur IR telle

gue, paur tout réel x, flx)=mx+ p+qlx)  avec ﬁm plx)=0.
X +u

a) Determiner m et p.

b} Montrer que, pourtout reel x, on a fx) + f{=x) = 2.

c) En déduire que la fonction g est impaire puis que la fonction §°, derivée de
¥, est paire,

3°) On suppose maintenant que, pour tout reel x,  @lx) = (gx + 5]-3‘*2 ,oilaeth

sont des reels. Montrer, en utilisant les donnees et les resultats precedents,
quea=—ceth="0

Partie B

Un considere la fonction § définie sur R par: fixi=1+ xr = x e+l

et on suppose que la courbe (C) représente § dans le repare [O;?,?) :
17} a) Montrer que, pour tout reel x| la dervee §* de § venfie
Fix) =1 + (222 = 1)ex+1
Calculer #7073
b) *erifier que T est bien la tangente & la courbe (C) au point d'abscisse 0.
Etudier la pasition relative de |a courbe C et de sa tangente T
2°) Le graphique suggére l'existence d'un minimum relatif de # sur [0 1].
a) Montrer que £7(x) est du signe de Bx - 427,
b) Montrer que I'équation #7(x) =0 admet une solution unigue & sur [0 1]
c) Montrer que 051 < o < 052,
d) Exprimer f (o) sous la forme d'un quotient de deux palyndmes en o

Partie C

sur le graphigque, la courbe (C) est trés proche de son asymptote pour les points
d'abscisse supeérieure a 2,4, Cette partie propose de preciser cette situation en
calculant, pour tout réel & positif ou nul, 'aire A4}, exprimée en unités d'aire, du
domaine limite par (C), D et les droites d'équations r=08t r=A

1°) Exprimer A{X) en fonction de A

2°) Déterminer la limite A de AfA) quand A tend vers 4o

3°) A partir de quelle valeur de & a-t-on |A(R) - A| £10-2 2

Revisiorn RAT
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CORRECTION ECERCICE N°5

Partie A
1°) D passe parJ({0; 1) et K(=1; 0).

Un point Mix ; &) appartient a D si et seulement si les vecteurs M et UK
sont colineaires.

M a pour coordonnees (gil) ; UK a paur coordonnees (j)

Les deux vecteurs sont colinéaires si et seulement s
rul=1=(y=11u(=11=0 = —r+y=1=0 = y=r+1

| La droite D a donc pour équation y=x+1 |

2°) a) 3'll existe deux réels m et p et une fonction g définie sur IR telle que, pour

tout reel r, flxl=mr+ p+qlx) | avec ﬁm gpixi=0,ana:
X +ro

flr) = lmx + pl=glx) . 8t & flz] = (mx + p) = Lim glz) =1

donc la droite déquation gy = mx + p est asymptote & la courbe (T en 4w
Or (C) a pour asymptote en 4o, la droite D d'équation y=x+1

On a donc aussi Jﬁfm flrl=(r+1)=0
On peut alors en deduire, par difference, que ﬁm fmx + gl = (x+1)=10
s L]

c'est-3-dire Ié’_:}rirm (m=1)x + (p=1)=10,

Ceci entraine necessairement gque | m=1 et p=1 |

2°) b) Soit M{x ; ) un paint de (), et M7x"; & son symeétrique par rapport a J.

J(0; 1) est la milieu de [MMT, donc *‘-’;f:n et %i‘:*l.

Onendedutt gue x'==x &t y'=2 =y

La courbe (C) ayant pour centre de symétrie le point J, M est aussi un
point de {C). Par conséquent ¢ = #x" = f-x) .

Oronsatque =2 =y=2=Fx], donc 2 =fix)=fl=x)

On en deduit donc que | Flxl+ fl=x)=2 pourtout reel x |
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2°)c) L'ensemble de défintion de g est R, Il est symetngue par rappart 4 0.
Fourtaut rael x on peut écrire
plx) + @l=xl=flr)=r=lt+f{=r)+x=l=flx)+ fl=x)=2=0
Donc  @l=x) = = glx) pourtout réel x

g est donc une fonction impaire |.

§ étant derivable, g definie par glx) = fix) = x =1 est dérivable sur IR
Comme gest impaire, ona glx) + g{=x)=0 pourtostre R

En denvant, on obtient ¢'(x) + (=1)eT=x)=0 pourtout x e R

donc @'(x) = ¢'(=x) pourtout x e R

On en dédutt gue la fanction gf est une fonction paire.

Ona flx)=glx)+xr+1 donc fx)=glx)+1

Alors fl=x) =g (=x) + 1=glx) + 1= §1x) pourtout réel x

L'enzemble de définition de f est IR, il est symétrigue par rapport & 0, et
pour tout réel x, ana: fl=x) = fx)

La fonction 7 est une fonction paire

F°) supposons que glx) = (ox + 5].3“1 pourtout r e IR
p etant impaire, on a nécessairement ol0) =0,
donc 67 =0 done b=0

Danc pourtout x e IR, ona ofx) = ax o
Sachant que la tangente T & la cowrbe (C) au point J & pour equation
y=il=gr+l onpeutdireque fli=1-¢

Comme on a vu gue @fx)=fx) =1 pourtout x € IR, on en dédutt
pl)=Ffl)-1=1-¢-1=-¢

D'autre part on sait que  @lx)=arx e~ done

p'lrl=a e 4 ar (=21x) I (-2ax? + 4 o

Donc ¢'() = ad” = .

On en deduit alors que a= @' {l)= =¢ donc o= =¢

On a donc nécessairement | a=-¢ et A=0

touati.amin@yahoo.fr
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Partie B

£ est définie sur Rpar: F() =1+ r = x ¥+

1°) a) f est la somme, le produit et la composée de fanctions dérivables, done §f
est dérivable surlR et ona

Flr) = (L4 1) = (e 2 1 o [ sy Y]
R | T B S

Filr) =1+ (2x% = 1]:3"“24’1 pour tout x e IR
Onaalars f{0) =1+ (=Dl done | f(0)=1-¢

1%) b) Le point d'abscisse 0 de (C) a pour ordonnee #{0) = 1, c'est donc J.
La tangente en ce point a pour coefiicient directeur #1 =1 - ¢
C'est donc bien la droite d'équation y=1(1 = ¢x +1.

Latangente a {C) au point d'abscisse 0 est bien [a draite T |.
Four étudier la position relative de [C) et de T, étudions le signe de

flx) = [(1=dx +1].
f(I]-[[l-ejx+1] =1+r-r¢‘x2+1-r+ar-1=m _IE—x2+1
= ex -xe‘xzxelzar[l_g-xzj

On sait que =x? <0, danc e s [ = e* est craissante sur [F)

Do 1=e¢* a0 pour tout x e IR,

On en déduit alors que £(x) = [(1 = dx +1] est du signe de er, c'est-a-
dire du signe de r.

Donc fix) =[(1=¢x+1] 50 pour x50

et Fir) =[(1 =gx+1] 20 pour x a0

Alors flrlgil =exr+1 pourxgl et fixla(l =gr+l pour rall

(C) est au dessous de T pourx & J=e 0]

et (C) est au-dessus de Tpourx e [0 +e

Z y
an andh | F
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2)a)Ona ffx)= 1+ (252 = e+
Donc £(x) = 0 + 4x e~ +1 4 (252 - 1) =2x)e'+1
= (dx =453 + 20+ done f(x) = Brx = 49)e ]
La fonction exponentielle étant stricternent positive sur IR, on en déeduit

que | £x) est du signe de Bx = 47 |.

2°)b) On peut écrire Bx = 417 = 2x(3 = 222
Sur]0;1[,ona 2x=0

D'autre part le trindme 3 = 2x2 a pour salutions \E—T et - %

D'apres la regle du signe d'un trindme du second degre, on peut affirmer

que 3 =2x2 =0 pour x = }-\E : \E[ et donc aussi pourx < 10 1[.

Onadonc £x) =0 pourtout x < J0; 1[

La fonction §° est continue et strictement croissante sur [0 ; 1], On sait
alors que pourtout & = [F0); £(], 'équation £x) = & a une solution
unique dans [0 1].

Ona flll=l-c<0 et fl)=2>0

Donc O« [f40); #(1)]

L'équation #(x)=0a donc une solution unigue o dans [0; 1] |

) Ona f051) = -0005410-3 prés, donc F90A1) <0
et {052 =0047 410-% prés  donc f052) >0
On en déduit que #0510 < Fla) < F0.52)

£ etant strictement croigsante, on en dedutt que . | 051 < & <052

2°) d) Par définition on a f(w) =0, c'est-d-dire 1 + (2o? - lj.;a-f*'-2+1 =0

donc (2e2 = 1™+l 21 donc 8+l _ 1
1 = 204
Alars f(m):1+m—m€'m2+1:1+m—m 1
1 - 202
2 3 2 3
dDﬂEf(mj:l_Ew’ to-dot-a g Hm:lzl-zm - Jo
1 =202 1-2a?
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Partie C

) Pourxe [0+, ona fl =1 +x)==xe*lgD
Donc sur [0 4l |3 coutbe (C) est av-dessous de D,
Les fonctions x= (1 +x) et x=f(x) ayant des primitives sur [0 ; e[
[aire A{L) est alors donnée en unités daire par
A A A

A= [ [+ 2= elde= [ retl = - %f (=2r = iy

1 a a
On sait gue toute fonction  x = u(xl&® a pour primitive x - ¢&®

donc. AQY) = - %[a—ﬂﬂ]; -- %a—?ﬁl +1§e Al = %@ (1= W]

P)Ona fin =12zwo ot fmo*=0 donc fm ¥ =0
= - i

On en déduit alors que: | A= fim J—‘n(l):le
1=+ P,

) 0na A -A=-%e-?~2+1 donc AR -A|=%e'?‘2+1
donc |A(L) - A] 5102 = %e-ﬁ“lgm-? o 2,107

o =3 +1gdn (241079 {afonction dr est croissante sur 10 ; +oof )
o =¥g-1+M2-2010 o ¥al-I2+24H10

Comme & est un réel positif ou nul, on obtient 4 241 = &2 + 2 r 10
donc | A = Al £10-2 lorsque Aavi-8n2+24n10 |.

W Dovisior RAC | g aad €9 Mr Amine TOUATI



