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I. Soit 𝜑 la fonction définie sur 𝐼𝑅 par : 𝜑 𝑥 = 𝑥3 + 3𝑥 + 4. 

1) Etudier le sens de variation de 𝜑. 

2) Calculer 𝜑(−1), en déduire, suivant les valeurs de 𝑥, le signe de 𝜑(𝑥). 

II. On considère la fonction 𝑓 définie sur 𝐼𝑅 par : 𝑓 𝑥 = 
𝑥3−2

𝑥2+1
 . 

On désigne parC  sa courbe représentative dans un repère orthonormé  𝑂, 𝑖  , 𝑗   . 

1) Montrer que, pour tout réel 𝑥, on a : 𝑓 ′ 𝑥 = 
𝑥 .𝜑(𝑥)

 𝑥2+1 2  . 

2) Etablir le tableau de variations de 𝑓. 

3) 𝑎/ Montrer que  la droite ∆:𝑦 = 𝑥  est une asymptote de C  . 

𝑏/ Etudier la position deC  par rapport à ∆. 

4) TracerC  et ∆. ( on précisera l’intersection deC  avec l’axe des abscisses). 
5) Soit 𝑔 la restriction de 𝑓 à l’intervalle  0 , +∞  . 

𝑎/ Montrer que 𝑔 est une bijection de  0 , +∞  sur un intervalle 𝐽 qu’on précisera. 
𝑏/ On désigne par 𝑔−1 la fonction réciproque de 𝑔. 

TracerC   ′ la courbe représentative de 𝑔−1 dans le même repère  𝑂, 𝑖  , 𝑗   . 

   (5 pts) 

        Soit 𝑓 la fonction définie sur 0,
2

 
 
 

par : 𝑓 𝑥 = 𝑡𝑎𝑛2 𝑥 . 

1) 𝑎/ Montrer que 𝑓 réalise une bijection de 0,
2

 
 
 

sur  0, . 

𝑏/ On désigne par 𝑓−1 la fonction réciproque de 𝑓. 

Calculer : 𝑓−1 0 ,  𝑓−1 1   et  
  

lim
x   

𝑓−1 𝑥 . 

2) Montrer que 𝑓−1 est dérivable sur  0,  et que   𝑓−1 ′ 𝑥 = 
1

2 1+𝑥  𝑥
  . 

3) On pose, pour 𝑥 ∈  0, ,  𝑔 𝑥 = 𝑓−1 𝑥2 + 𝑓−1  
1

𝑥2  .  

𝑎/ Calculer 𝑔 1 .           

𝑏/  Montrer que 𝑔 est dérivable sur  0,  et que 𝑔′ 𝑥 = 0. 

            𝑐/ En déduire que, pour tout 𝑥 ∈   0 , +∞ , 𝑔 𝑥 =
𝜋
2 . 
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(8 pts)   

        Soit le cube 𝑂𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺 représenté par la figure ci-dessous. 

L’espace est rapporté au repère orthonormé direct  𝑂 ,𝑂𝐴      ,𝑂𝐶      ,𝑂𝐷        . 

Soit 𝛼 un réel supérieur ou égal à 1.  

𝐿, 𝑀 et 𝐾 sont les points définis par : 

𝑂𝑀       = 𝛼𝑂𝐴       ,  𝑂𝐿      = 𝛼𝑂𝐶        et  𝐵𝐾       = 𝛼𝐵𝐹       . 

1) 𝑎/ Déterminer les composantes du vecteur 𝑢  = 𝐷𝑀       ∧ 𝐷𝐿       . 

𝑏/ En déduire, en fonction de 𝛼, l’aire du triangle 𝐷𝑀𝐿 

𝑐/ Calculer, en fonction de 𝛼, le volume du tétraèdre 𝐷𝑀𝐿𝐾. 

𝑑/ Calculer le volume du tétraèdre 𝐴𝐶𝐷𝐹. 

2) 𝑎/ Démontrer que la droite  𝑂𝐾  est perpendiculaire au plan  𝐷𝑀𝐿 . 

𝑏/ La droite  𝑂𝐾  coupe le plan  𝐷𝑀𝐿  en 𝐻. 

Démontrer que 𝑂𝑀       .𝑂𝐾       = 𝑂𝐻       .𝑂𝐾       . 

𝑐/ Les vecteurs 𝑂𝐻        et 𝑂𝐾        étant colinéaires, on note 𝜆 le réel tel que 𝑂𝐻       = 𝜆𝑂𝐾       . 

Montrer que 𝜆 = 
𝛼

𝛼2+2
 . 

𝑑/ Démontrer que 𝐻𝐾       =  1 − 𝜆 𝑂𝐾       , en déduire que 𝐻𝐾 = 
𝛼2−𝛼+2

 𝛼2+2
 . 

𝑒/ Retrouver alors le volume du tétraèdre 𝐷𝑀𝐿𝐾. 

 

Bonne chance 
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