
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            

 

 

Exercice 1(3pts)  

1) a) ;  2)  c) ;   3) b) 

Exercice 2 (4pts) 

1) P : ݕଶ =   ݔ2
a) F ቀଵ

ଶ
, 0ቁ et D ∶ ݔ = − ଵ

ଶ
 

b) (voir figure) 
c) On a Mቆݐ

2

2 ቇ , M’൬ݐ, 1
2ݐ2 ,− 1

൰ et Fቀଵݐ
ଶ

, 0ቁ  

donc MFሬሬሬሬሬሬ⃗  ቆ
౪మ

మି
భ
మ

୲ ቇ  et M′Fሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ቆ
భ
మ౪మି

భ
మ

ିభ౪
ቇ  

       détቀMFሬሬሬሬ⃗ , M′Fሬሬሬሬሬ⃗ ቁ = − ଵ
௧
ቀ୲

మ

ଶ
− ଵ

ଶ
ቁ − t ቀ ଵ

ଶ୲మ
− ଵ

ଶ
ቁ 

= −
t
2

+
1
2t
−

1
2t

+
t
2

= 0 

 MFሬሬሬሬሬሬ⃗  et M′Fሬሬሬሬሬሬሬ⃗  sont colinéaires et, donc M, M’ et F sont alignés. 
2) a) T : ݕ.ݕ୑ = ݔ)݌ + (୑ݔ ⟹ T : ݕ = ଵ

௧
ቀݔ + ௧మ

ଶ
ቁ 

            ⟹ T : ࢟ = ૚
࢚
+࢞ ࢚

૛
 

 De même  T’ : ࢟ = ࢞ ࢚− − ૚
૛࢚

 

     T⊥T’ car −ݐ × 1
= ݐ −1 

b) On pose H(xୌ, yୌ) ∈ T∩T’. On a donc ૚
࢚

xH + ࢚
૛

= xH ݐ− −
ଵ
ଶ௧

    

⟹ ቀଵ
௧

+ ቁݐ xH = − 1
2t −

t
2 = − 1+2ݐ

ݐ2   ⟹ ௧
మାଵ
௧

xୌ = − ௧మାଵ
ଶ௧

  ⟹ xୌ = − ଵ
ଶ
 

Ainsi, si t décrit IR∗, H décrit la directrice D. 

 

 

 

 

Exercice 3 (4pts) 
1) a)  6ହ = 7776 = 11 × 706 + 10 ⟹ 6ହ ≡  (11 ݀݋݉)10

       ⟹ 6ହ ≡ ou encore 6ଵ଴ (11 ݀݋݉)1− ≡  (11 ݀݋݉)1
b) 6ଶ = 36 ≡ 6ସ ⟹ (5 ݀݋݉)1 ≡  (5 ݀݋݉)1
c) 6ଵ଴ ≡ 6ସ଴ ⟹ (11 ݀݋݉)1 ≡  (11 ݀݋݉)1
    6ସ ≡ 6ସ଴ ⟹ (5 ݀݋݉)1 ≡  (5 ݀݋݉)1

d) ൝
6ସ଴ ≡ (11 ݀݋݉)1
 6ସ଴ ≡ (5 ݀݋݉)1

5 ∧ 11 = 1
    ⟹   6ସ଴ ≡ 5 ݀݋݉)1 × 11) 

                                            ⟹  6ସ଴ − 1 ≡  (55 ݀݋݉)0
2) a) 65 ∧ 40 = 5 ≠ 1 donc  (E) n’admet pas de solutions. 

b) 17 ∧ 40 = 1 donc (E’) admet au moins une solution. 
c) Remarquons que (−7,−3) est une solution particulière de (E’). 
(Algorithme d’euclide) 

    ൜ ݔ 17 − ݕ40 = 1 
17 × (−7) − 40 × (−3) = ݔ)17    ⟹   1 + 7) = ݕ)40 + 3)  

  ⟹ 17 divise (ݕ + 3) et 40 divise (ݔ + 7) car  17 ∧ 40 = 1 
ݕ ⟹   = 17݇ − 3  et ݔ = 40݇ − 7 avec ݇ ∈  ℤ. 
Inversement ; Si  ݔ = 40݇ − 7 et ݕ = 17݇ − 3  avec ݇ ∈  ℤ. 
  17(40݇ − 7) − 40(17݇ − 3) = −119 + 120 = 1. 
Ainsi  Sℤ×ℤ = {(40݇ − 7 , 17݇ − 3); ݇ ∈  ℤ} 
Pour  k = 1, (33 , 14) est une solution de (E’) c'est-à-dire  
17 × 33 − 40 × 14 = 1 ⟹ 17 × 33 = 40 × 14 + 1 ou encore  
17 × 33 ≡  .et par suite  33 est l’inverse modulo 40 de 17    (40 ݀݋݉)1

Exercice4 (10pts)  

1) a) lim
௫→଴శ

f(x) = lim
௫→଴శ

 ௫ ୪୬ ௫
௫ାଵ

= 0 = f(0) 
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b)  lim
௫→଴శ

 ୤
(୶)ି୤(଴)

୶
 = lim

௫→଴శ
  ୪୬ (୶)
(୶ାଵ)

= −∞. F n’est pas dérivable à 

gauche en 0 et (C) admet au point O une demi-tangente 
verticale dirigée vers le bas. 

2) a)  g est dérivable sur ]0, +∞[ et pour tout ݔ > 0 ; 
    gᇱ(x) = 1 + ଵ

୶
> ݔ ∀ 0 > 0 . ainsi g est strictement 

croissante  sur ]0, +∞[. 
b)  g est continue et strictement croissante sur ]0, +∞[. 

g(]0, +∞[) =] −∞, +∞[.donc l’équation g(x) = 0 admet une 
unique solution ߙ > 0. De plus g(0.27) ≈ −0.03 < 0  

                                                        g(0.28) ≈ 0.07 > 0  
   donc 0,27 < ߙ < 0,28. 
 

c)  
 

 
3) a) ݔ ⟼ ݔ ln ,est dérivable sur ]0 ݔ ݔ ,]∞+ ⟼ ݔ + 1 est dérivable sur  
        ]0, +∞[, de plus ∀ ݔ > 0, ݔ + 1 ≠ 0 donc f est dérivable sur   

]0, +∞[, et ∀ ݔ > 0 ; f ᇱ(x) = 
(୪୬ ୶ା୶.భ౮)(୶ାଵ)ି୶୪୬ ୶)

2(1+ݔ)  

                                               = xln x+lnx+x+1−xln x
2(1+ݔ)  = ୥(୶)

(௫ାଵ)మ 
b)  Le signe de f′ est le signe de g(x). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4) a) T : ݕ = f ᇱ(1)(x − 1) + f(1) = ଵ
ଶ

(x − 1) + 0 = ଵ
ଶ

x − ଵ
ଶ
 

         T ∶ ݕ = ଵ
ଶ
ݔ − ଵ

ଶ
 

    b) lim
௫→ାஶ

 ୤(୶)
୶

  = lim
௫→ାஶ

 ୪୬ ௫
௫ାଵ

 = lim
௫→ାஶ

 ୪୬ ௫
௫

. ௫
௫ାଵ

= 0 
                 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

I)  
ݔ  (1 ⟼ ,est dérivable sur  [0 ݔ2 +∞[ 

ݔ  ⟼ f(x) est Continue sur [0, +∞[ 
Donc F est dérivable sur [0, +∞[ et pour tout ݔ ≥ 0; 
Fᇱ(x) = 2 f(2x). 

2) a) ∀ ݐ ≥ 1   
         f(t)− t ln t = ୲ ୪୬ ୲

௧ାଵ
 −t ln t = (t ln t) ( ୲

௧ାଵ
− 1) 

                            = (t ln t) ቀ ିଵ
௧ାଵ

ቁ ≤ 0 

          f(t)− ଵ
ଶ

ln t = ୲ ୪୬ ୲
௧ାଵ

 − ଵ
ଶ

ln t = (ln t) ( ୲
௧ାଵ

− ଵ
ଶ
) 

                                               = (ln t) ቀ୲ିଵ
௧ାଵ

ቁ ≥ 0 

                   Ainsi ∀ ݐ ≥ 1 ; ଵ
ଶ
 ln t ≤  f(t)  ≤ tln t. 

 
 
 
 
 

 ݔ ∞+                   ߙ                           0 

g(ݔ) − 0 + 

 ݔ ∞+                   ߙ                          0 

f ᇱ(ݔ) − 0 + 

݂ 0 

g(ߙ) 

+∞ 

lim
௫→ାஶ

f(x) = lim
௫→ାஶ

 ௫ ୪୬௫
௫ାଵ

 

= lim
௫→ାஶ

 ୪୬௫
ଵାభೣ

= +∞ 

 

(C୥) 

(C୤) 

T 



 
 
b)                                              =                                    = ݔ2 ln 2x − 2x + 1 
 
                                                           
 

    On pose  ൜u(x) = ln t
(ݔ)′ݒ = ݐ     ⟹    ቐ

u′(x) = ଵ
୲

(ݔ)′ݒ = ௧మ

ଶ

 

  
 Alors J(ݔ) =                      −                   = ଶݔ2 ln ଵ – ݔ2

ସ
 

                 
                  = ଶݔ2 ln ݔ2 − ଶݔ + ଵ

ସ
. 

c)  On a ∀ t ∈ [1, ଵ  ; [ݔ
ଶ
 ln ݐ (ݐ)݂ ≥   ݐ ݈݊ݐ ≥

                                                                                      
 
 
              ଵ

ଶ
 I(ݔ) ≤ F(x) ≤ J(ݔ)  et par suite  

(ݔ2)݈݊ ݔ                − ݔ + ଵ
ଶ
  ≤  F(x)  ≤ (ݔ2)ଶ lnݔ2  − ଶݔ + ଵ

ସ
 

     d)  lim
௫→ାஶ

(ݔ2)݈݊ ݔ  − ݔ + ଵ
ଶ
 = lim

௫→ାஶ
(ݔ2)ln)ݔ  − 1 + ଵ

ଶ௫
) = +∞ 

           Donc lim
௫→ାஶ

 F(ݔ) = +∞ 

    lim
௫→ାஶ

 
௫ ௟௡(2ݔ)ି௫ା భమ

௫
 = lim

௫→ାஶ
 ln(2ݔ) − 1 + ଵ

ଶ௫
= +∞  

             Donc lim
௫→ାஶ

 
୊(௫)
௫

= +∞ 

3) F est dérivable sur [0, +∞[ et pour tout ݔ ≥ 0; Fᇱ(x) = 2 f(2x) 
Fᇱ(x) = 0 ⇔ ସ௫ ୪୬(ଶ௫)

ାଵݔ2 = ݔ ⇔ 0 = 0 ou ln ݔ2 = 0 

ݔ ⇔                                            = 0 ou  ݔ = ଵ
ଶ
 

 
 
 
 
 
 

 

 

F admet une branche parabolique de direction (O, ȷ⃗). 

 

I(ݔ) = න ln ݐ ݐ݀
ଶ௫

ଵ
 t ln t − t 

1 

2x 

J(ݔ) = න t ln t dt
ଶ୶

ଵ
 

tଶ

2
ln t 

1 

 ݔ2

න
ݐ
ݐ2݀

ଶ௫

ଵ
  ଶݐ 

1 

 ݔ2

1
2
න ln ݐ ݐ݀
ଶ௫

ଵ
 ≤ න  ݐ݀(ݐ)݂

ଶ௫

ଵ
≤ න t ln t dt

ଶ୶

ଵ
 ⟹  

  ⟹  

+ 

F 0,2 +∞ 

  F’(x)   0 −  

0 

 0                          1/2                   +  ݔ ∞

0 

 


