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Exercicel(Spts)

f(x) = 22X i x 20
Soit fla fonction définie sur I = |]—co0 , 1] par: X L
f(0) = —=
2
1)a) Montrer que f est continue sur | .
b) Montrer que pourtoutx € , f(x) = H_—% :

2)a) Montrer que f est strictement décroissante sur I .
b) Déterminer f(I) et f([0,1]).

3)a) Montrer que I'équation f(x) = %x — 1 admet dans |0, 1[ une unique solution o .

b) Vérifier que 0.7 est une valeur approchée de aa 101 pres.

o g(¥) = f(tg(x)) si x# -
4) Soit g la fonction définie sur [— 2 ’Z] par: ( n) 0
gl——) =

2

a) Montrer que g est continue sur [—g E] .

b) Montrer que I'équation g(x) = —% admet une solution 3 € [—g E] . Calculer tg(B) .

Exercice2(7pts)

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (0, U, V).

Z +izz
1+2z°

Soit fI'application du plan qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe : z' =

On désigne par A et B les points d’affixes respectivesiet-i.

1) Montrer que f admet deux points invariants que I'on déterminera .

2) Montrer que pour tout nombre complexe z, les points A, M et M’ sont alignés .
3) Soit (T') le cercle de diametre [OB].

a) Montrer que pour tout M du plan distinct de O et Bon a: arg(z’) = g + (ﬁ, W) [2m] .

b) En déduire que si M € I" alors M’ appartient a une droite A que I'on précisera .

c) Donner une construction du point M’ image d’un point M de (I').



Exercice3(5pts)

On considére dans C I'équation , (Eg) : z? — 2isin(20)z — 1 = 0 ol 0 est un réel donné.

1)a) Vérifier que e'?® estune solution de (Eg).
b) En déduire la deuxiéme solution, qu'on donnera sous la forme exponentielle .

2) Résoudre dans C I'équation , (E'g): z* — 2isin(20)z? —1 =0 ou 0 est un réel donné.
On donnera les solutions sous forme exponentielle .

3) Montrer que les points images des solutions de (E'g) sont les sommets d'un rectangle .
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_ —1+V1-x
[=]-w, 1] ; ="

) ) f(o) _ _%

six+0

1)a) La fonction : x — 1 — x est continue et positive sur |—oo , 1]\ {0} alors la fonction: x — V1 —x
est continue sur |—oo , 1]\ {0} et par suite la fonction:x — —1 ++v1 —x est continue sur I\ {0},

de plus la fonction : x = x est continue et ne s’annule pas sur I \ {0} alors f est continue sur I \ {0}.

) — i —1+m_l, -1
Xll)T}_)(X)—XElO X _xl—n}01+w/1_x_

En fin an a: fest continue sur |—o , 1]\ {0} et f est continue en 0 alors f est continue surl = |—o0 , 1]

5= f(0) alors fest continueen 0.

—1+V/1—-x —1+V1-x)(1+V1=x — —
b) Pour toutx € ]—co , 1]\ {0}, f(x) = 1+x1 "= ( +X(1+X3%) . - x(1+\/xlTx) - 1+%

-1

1+V/1-x

1 -1
==3 alors pourtout x €= ]—o00, 1], f(x) = Tivix

et comme pour,x =0,
2)a) La fonction : x — 1 — x est strictement décroissante et positive sur I alors la fonction :

-1

1+v1-x

x — 1+ +v1 —x eststrictement décroissante sur | et par suite la fonction f:x+— est
strictement décroissante surl = |—o0 , 1].

b) la fonction f est continuet et strictement décroissant sur I donc f(I) = [f(l), lim f[ =[-1,0[
f est continue et strictement décroissante sur [0, 1] donc f([0, 1]) = [f(1),f(0)] = [—1 ,— %]
3)a) Soitx € [0, 1], f(x) =%X— 1 & f(x) —%x+ 1=0
On pose g(x) = f(x) — %x +1,x€[0,1],les fonctions x+— — %X + 1 et x — f(x) sont continues
et strictement décroissantes sur [0, 1] donc g est aussi continue et strictement décroissantes sur [0, 1]
1 1
et g(0)=5>0 , g(1)=—5<0

g est continue et strictement décroissante sur [0, 1]
g(0).g(1) <0

. { 5(0.6) ~ 0.08743 > 0
) (0.8) ~ —0.09098 < 0

I'équation g(x) = 0 admet

alors _
{une et une solution a dans ]0,1[

ona:{

= a €]0.6,0.8]

D’ou 0.7 est une valeur approchée de aa 10! pres.



g(x) = f(tg(x)) si x # —g

g(-5) =0 cxel-3 4]

2

4)

T T
a) La fonction tangente est continue et strictement croissante sur ]—— ] donc:

24
tg(]—g ,% ) = lliTrrrltg ,tg(g)] =]—o,1]

2

La fonction tg est continue sur ]—g E] et prend ses valeurs dans |—o , 1] et comme f est continue sur

]—o0 , 1] alors la fonction composée g = f o tg est continue sur ]—g ,ﬂ .

lim  tg(x) = —o0
mt T Tt
=72 = lim +f(tg(x)) =0 = lim gx) =g (—) = g est continue a droite en —
lim f(x) = x——3 x—-7 2 2
X—>—00

g est continue sur ]— z ,E] g est continue
En fin : 4 alors now
g est continue a droite en 2 sur [_ 2 'Z]
TT
g (_E) = ™ 4 T
= g(-)<=<g(-=
(E) =f(1) = -1 (4) 9 ( 2)
4
g est continue sur [—g E] il existe au moins un f € —g E]
alors
—4 4
g(3) <5 <a(-3) tel que g(B) = —3
®=-1 o fgB)=-2;f0=-=1 " =% ox=1-C
& 9 8 9’ 9 1+V1-x 9 2

D'ou tg(B) = 1 _\/2_3 :

Exercice2

1) Soit MEP ; f(M)=M<:)Z’=z=>%izz:=z=>zi(i—z)=0<=>z=00uz=i<=)M=OouM=A

D’ou f admet deux points invariants qui sont Aet O .

Z)aff(A—l\/[;):z’—i:ZHﬁ—i: 2l = 1Zzaff(m) doncATWz( ! )m car(HlZz)E]R

1+ 2z 1+ 2z 1+ 1+ 2z

Alors les points A, M et M’ sont alignés .

_z+izz _ i—iZ+ZZ_ 1
1+2zz  1+2zz 1+

ZEX]XZ(Z—I)



arg(z) = arg(i) + arg(z) + arg(z — i) [2m] car( ! _) €]0,+oo

1+ 2z

arg(z) = g + arg(z) — arg(z + i) [2m]

arg(z) = g + (ﬁTE)_I/I)) — (ﬁ/f) = g+ (W/BW) = g + (W m) [27]

b)Mel = (WB),W))) Eg [ ] alorssiMEFarg(z’)E§+ =0 [m

N A

D'ousiMeTl ,M’ € (ox) = A, donc A estladroite d’équationy =0.

M’ € A = (0x)

¢) siM €T alors {les points A, M et M'sont alignés

D’ou M’ est 'intersection de la droite (AM) avec I'axe des abscisses .

Exercice3

1)a) On pose P(z) = z2? — 2isin(20)z — 1, z€C
P(e!2?) = e!*®—2isin(20)e?® — 1 = ¢i2° (eize - Zisin(ZG)) — 1 = e'2%(cos(26) —isin(20)) — 1
=el20e7120 _ 1 =1-1=0,Dou z' = e'?® est une solution de (Eg) .
b) Soit z” I'autre solution de (Eg) , et comme z'z” = -1 alors z" = _Z—,l = ;—219 = l(m20)

2) (E'g) : z* — 2isin(20)z? —1 =0

OnposeZ = z?,(E'y) © Z? —2isin(20)Z —1=0

. . 2 _ (ai0)2
7 = ei20 72 = @i20 VA (e )
& ou o ou o ouﬂ 5
7 — i(m-20) 22 — @i(m—26) 42 = (el(z—e))
(T (T
- i LA, T o
<=>z=eleouz=—e‘90uz=el(2 )ouz=—el(2 )

En fin les solutions de (E'g) sous forme exponentielle sont:

Z1 = el® , Zy = ei(m+0) Z3 = ei(g_e) et z, = ei(_%_e)

3) On désigne par M; , M, ,M; et M, les points images respectives des nombres complexes z;, Z,, Zzet z,

Ona:0 = M; * M, = M3 * My, donc M;M;M,M, est un pMaSrallélogramme de centre O.
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