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Durée:2 heures

Exercicel : (3points)
Donner la réponse correcte . Aucune justification n'est demandée.
1) La courbe (C) ci — dessous est la représentation graphique d'une fonction f
définie sur ]0,+oo[. La droite A est une asymptote a (C)au voisinage de + .

lim, g+ xf( —) =

2) Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (0,4, ).

Dans la figure ci — dessous, (C) est un cercle de centre 0 milieu de [AC]
et B est un point de (C) tel que OAB est un triangle équilatérale.

Onpose a,b et c les af fixes respectives de A,B et C.
b—c

b) —i
c) —iv3

3) Siune suite (U,) est divergente alors l'une au moins des suites
(Uyn) ou (Uyp 1) est divergente.
a)vrai b) faux
Exercice 2 . (3 points)

Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = 4x3 — 3x — 8.
1) Dresser le tableau de variation de g sur IR.
2) Démontrer que l'équation g(x) = 0 admet une unique solution a
et que a €]12].
3) Déterminer le signe de g(x) sur IR.
Exercice 3 : (6points)

On considére la suite (U,) défini par U, = 1 et pour tout entier n;
Un

(7))

1) a) Montrer que pour tout entier n, U, > 0.

Un+1 =

b) Montrer que (U,) est décroissante.
c) Déduire que (U,) est convergente et détermine sa limite.

. o 1
2) soit (1) défini sur N par V,, = N



b) On déduire V, puis U, en fonction de n et retrouver liT Up,.
n—->+0oo

3) Onpose pour toutn € N*;S, = Xi_, Uy.
a) Montrer que la suite (S,) est croissante.

1 1
b) Montrer que pour toutn € N* | U, <—— —,
) quep "Tn n+41

c) Montrer que S,, < 2 — ﬁ En déduire que la suite (S,) est convergente
et donner un encadrement de sa limite.
Exercice 4 : (8 points)
Pour tout réel 6 de |-, |, On considére la fonction f, définie par : p
, 1+ ze'
pour tout z € C\{e??}, fy(2) = i,

1) Verifier que sif € {—%,%} alors fy est contante.
2) Onpose 8 =0.
a) Montrer que pour tous nombres complexes z et z’ de C\{—1,1} :
fo(2) = z' si et seulement si z = — fy(—2').
i
tan (%)

b) Montrer que pour tout a € IR\{2km, k € 7} ; fo(ei“) =

. . . . V2 .
c) Déterminer les raines carres de > (1+1i).

d) Utiliser les questions a), b) et c) pour résoudre dans C l'équation:

L+22 =21 +0)(1-2)>

2'2
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0, U, v).

3) On suppose que 6 € IR \{—E E}.

On désigne par A, B, M et M'les points d'af fixesrespectives e, —e~10,
zet z' = fu(2)
a) Montrer que pour tout M # Aet M # B, (4,0M') =60 +m + (m, W)[Zn].
b) Pour 6 = % , déterminer et construire l'ensemble T des points M lorsque
g . o s . (y=—x
M'décrit la demi — droite d'équation : { x>0

Bon Travail




Correction

Exercicel : (3points)
1) a)limxf (3)=1

G .
I|mxf( )— lm (_") Or I|m = toet lim fi)—1car|adr0|teA:y:xestune
X

x-07t x—0t x-0t

asymptote oblique a (C)au voisinage de +o

b—c| i(BABC Bc -_IT
2) C)——|—C el(BA'BC)Z—e 2. 0r<= 1——2——2005—=\/§.
b—a b—a BA BA SAC

Ainsi ;’TC—\/—e 2 = —i+/3.

3) Faux. Contre exemple : U,, = (—1)".
(U,) est divergente mais (U,,) et (U,,+1) convergent respectivement vers 1 et —1.

g(x) =4x3 —3x —8.
1) g est dérivable sur IR et pour tout réel x, g'(x) = 12x? — 3.

x — 00 -1 % a +o0
g () + 0 - 0 .+
gx) -7 | +o00

2) D’apres le tableau de variationde g: g(X) <0 VX € ]—oo,%[.
Sur E +oo[, g est continue et strictement croissante donc I'équation g(x) =0
admet une unique solution a.
De plusg(1) =-7<0etg(2) =18 >0,donc 1< a < 2.

3)

x‘—oo a + o0
gx)| - 0 +

1) a) Montrons que pour tout entier n, U, > 0.
Pourn=0, U, =1>0.
Supposons que U,, > 0 et montrons que Up+1 > 0.

Il estclairquesiU, >0,U,,;, =———>0.DoulU,>0vn=0.
(1+y Un)
U 1 . .
b) 2 = > < 1 D'ou (U,) est décroissante.
Un  (1+Up)

c) (U,) est décroissante et minorée par 0 donc converge vers un réel L tel que



L
L>0et s=Lel+JL=1eL=0.

(1+vL)
1 1+JU_n 1
2) a) Pour tout entiern, V,,,, = JUn+1 o : N +1=1+1V, donc
(/)
(V) est une suite géométrique de raison 1.
b) Pour tout entiern, V, =V, +n=1+n.
-1 -1 __1 ___
I/n - ﬁ = Un - Vnz - (Tl+1)2 n—>+oo_) O
3) S, =2F-0oUx pour toutn € N*.

a) pour tout € N7

Sn+1 S - Zn+1 LL:O Uk = Un+1 > 0.

D’ou (S,) est croissante.

1 1 1 1 _ 1 1 PR
b) On remarque que 2Tt D Or U, = D7 el = e Ainsi
1 1
pour toutn € N*, U, <———.
n n+1
c) On apour toutn € N
n n n n 1 n
Sn= 2 U=l Z <1 Z(E_k+1) Z(k Z(k+1)
k=0 k=1 k=1 k=1 k=1
= S, <1+1+-+1+ .......+——(—+—+ U T ) <2-L
2 3 n 2 3 n n+1 n+1

(S,) estcroissanteet S, <2 — ﬁ < 2 pour toutn € N* donc (§,) converge

versun réel £ tel que 0 < ¢ < 2.

1+4ze 2 1+ 2 Cieiz i
1) fay= DI e g S L it
2 e 2-z Ti-z =z eZ_Z i—z i-z

1+
2) Pour 6=0, fo(2) = - <
. 1+2z

a) Pour tous z et 7’ de Cc\{—1,1}, fo(z) =z &z = oz —zz'=1+z

—Z

fo( —z') = 1—2,22,—_1

@z(1+z’)—z—1=>z— - ==
1+z z' +1

Dou fo(z2) =z'© z=—f,(— z).

ia

. 1+ el 2cos 2 ez cos 5 i
b) Pour touta € IR\{2km,k € 7} ; fy(e®®) =" =—2 - =2 =_"
1-el® sisintez  ising tan-
- lsmEeZ 2 2

Pour tout o € IR.

. ia —ia ia ia ia —ia\ ia ia
1+ e%*=eze:2 +e2e2=(e2+e2)e2=2003 ez,

. ia —ia ia ia —ia ia\ ia ia
1l —e*=¢ez2e2 —e2 e2=(e2 —eZ)e2=—215|n ez,
. Ny in in 91
c) Soitu? = —(1+)— VZ2ei=eT o u=eSouu=—e8 =et.



d) @ +2)* = (1+‘)(1_Z)2 (%)_—(1"')@——68 ouﬂzeig?n

(dapres2) C) ) o fol2) = 68 ou fo(2) = 8198” Sz=—f (98) ou z = —f, (ei%n)
(dapresz)a)) = 2= "ﬁ ouz= ‘—tanée_n) = L5 (daprés 2) b)),

8

1+ ze' eie(e_ie + z) 0 z—(—e"%)
3) a)VGeIR\{ = n} fg(Z)— = " @ZMI—ZOZ—elHW
-z el —z
= arg (z,, — zo) = arg [ele L] [27]
— Pourtout M # A et M # B, (i, OM') = 9+n+arg(—)[2n]

= Pourtout M # A et M # B, (i, OM") _9+n+(MA MB)[2x].

b) SIQ—— 2= e =e7 et zg=—e 0 = —¢ 7l

Si M’ décrit la demi-droite d' équation:{ }ch:>6x

alors (4,0M’) = —%[Zn] et d’'aprés la question précédente,

(M4, MB) = — % - % —n[2n] = - 37" [2n] = %[271] et par suite M appartient

au demi cercle de diamétre [AB] privés des points A et B.

Tl
5



