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Exercicel : (3points)
Donner la réponse correcte . Aucune justification n’est demandée.
1) La courbe (C) ci — dessous est la représentation graphique d’une fonction f
définie sur |0, +oo[. La droite A est une asymptote a (C)au voisinage de + oo.

lim, g+ Xf(—) =
a) 1
b) 0
c) +

2) Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (0,4, V).

Dans la figure ci — dessous, (C) est un cercle de centre O milieu de [AC]
et B est un point de (C) tel que OAB est un triangle équilatérale.
Onpose a,b et c les af fixes respectives de A,B et C.

b) —i
c) —iv3

b—c
b—a

3) Siune suite (Uy) est divergente alors l'une au moins des suites
(Uy) ou (Uypyeq1) est divergente.
a)vrai ; b) faux
Exercice 2 : (3 points)

Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = 4x3 — 3x — 8.
1) Dresser le tableau de variation de g sur IR.
2) Démontrer que l'équation g(x) = 0 admet une unique solution a
et que a €]1,2][.
3) Déterminer le signe de g(x) sur IR.
Exercice 3 : (6points)

On considere la suite (Uy,) défini par U, = 1 et pour tout entier n;
Un

(1+JU_n)2 '
1) a) Montrer que pour tout entier n,U, > 0.
b) Montrer que (U,,) est décroissante.
c) Déduire que (U,) est convergente et détermine sa limite.

Unsyr =

. Y e 1
2) soit (V,) défini sur NparV,, = N



b) On déduire V,, puis U, en fonction de n et retrouver lim U,.
n—-+oo

3) Onpose pour toutn € N*;S, =Y}_,U.

a) Montrer que la suite (S,,) est croissante.

1 1
b) Montrer que pour toutn € N*, U, <———.
n n+l

c) Montrer que S,, < 2 — ﬁ En déduire que la suite (S,,) est convergente

et donner un encadrement de sa limite.
Exercice 4 : (8 points)

Pour tout réel 6 de ]—n, n], On considére la fonction fg définie par : p
, 1+ ze'
pour tout z € (C\{e“g} o) =—F—.
e’ —z
1) Vérifier quesi 0 € {
2) Onpose 8 = 0.
a) Montrer que pour tous nombres complexes z et z’ de C\{—1,1} :

_EE} alors fy est contante.

fo(z) = z' si et seulement si z = — fy(—2z").
i
a .
tan(E)

b) Montrer que pour tout a € IR\{2km,k € Z} ; fo(e'*) =

c) Déterminer les raines carrés de \/Z—E 1 +10).

d) Utiliser les questions a), b) et c) pour résoudre dans C l'équation:
1+22=21+)A-22

3) On suppose que 8 € IR \{—gg}

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0, U, V).

On désigne par A, B, M et M'les points d'af fixesrespectives e, —e~1,
zet z' = fy(2)

a) Montrer que pour tout M + Aet M # B, (ﬁﬁ) =0+m+ (M_X,\W)[Zn].

b) Pour 6 = %, déterminer et construire l'ensemble T des points M lorsque

y=-x

M'décrit la demi — droite d'équation : {
x>0

Bon Travail




Correction

Exercicel : (3points)
1) a)llmxf() 1.

x—-0t

f(x)

1
llmxf( ) = llm f() .Or llm == 4o et lim =1 car la droite A : y = x est une

x—-0t x-0t X x—-0t

asymptote oblique & (C)au voisinage de +o

2) o) =<= =<

E " Ib-a
Ainsi 7= =3e"z = —iv/3.
3) Faux. Contre exemple : U,, = (—1)".
(U,) est divergente mais (U,,) et (U,,4+1) convergent respectivement vers 1 et —1.

g(x) = 4x3 —3x — 8.
1) g est dérivable sur IR et pour tout réel x, g'(x) = 12x2 — 3.

N i
l(BA'BC) - B_Ce_?_ O Bc _ BC _ 2%: 2cosg= V3.

P |
BA ZAC

a + o0
]

Iy

X — _1 1
: 2 2
g (x) + 0 — 0

g(x) __— —7\ /5/, + o0
—0o0 -9

2) D’apreés le tableau de variation de g : g(x) <0 Vx € ]—oo,%[.

Sur E, +oo[, g est continue et strictement croissante donc I'équation g(x) = 0

admet une unique solution a.
De plus g(1) =-7< 0 et g(2) =18 > 0, donc 1< a < 2.
3)

1) a) Montrons que pour tout entier n, U,, > 0.
Pourn=0, Uy=1>0.
Supposons que U,, > 0 et montrons que Uy,:1 > 0.

Ilest clairquesilU, >0,Up,;,y =———=>0.DoulU, >0Vn=0.

(JU_n)

7 < 1 D’ou (U,) est décroissante.

) Unt+1 _

1
Un B (1+\/U_n)

¢) (U,) est décroissante et minorée par 0 donc converge vers un réel L tel que

© 2072
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L
L>0et =Le1+VL=1eL=0.
(+ID)

2) a) Pour tout entier n, V,,; = \/U11+1 = i]n = 1-%_? = \/lll_n +1=1+1V,donc
\/ (1+JU_n)2
(V) est une suite géométrique de raison 1.
b) Pour tout entiern,V, =V, +n=1+n.
V= 5 = U = = g~ O
3) S,=Y%_oU pourtoutn € N*.
a) pour tout € N*
Sn+1— Sn = Zkto Uk — Xheo Uk = Unyq > 0.
D’ou (Sn) est croissante.
1 1 1 1

1 ..
n remarque que — — = . = = < .
b) O qued n  n+l n(n+1) Or Uy n+1)2  n242n+1 7 n?+4n Ainsi
. 1 1
pour toutn € N* , U, <———.
n n+1

¢) On a pour toutn € N*,

n

=Yt Y14 (1)

5 XERERE IO Y.
= = =1 k=1
= Sy S1+l45+24 = (G434 b ) <2

(S,) est croissante et S, < 2 — ﬁ < 2 pour toutn € N* donc (§,) converge

vers un réel £ tel que 0 < £ < 2.

1+2¢72 _ 1+ 14 267 14 i(—i
D fa@)=—r— = = i) = = =

e 2—z —i—z —i—z i—z i~z

eZ—z
2) Pour 8 =0, fo(z) = 1*z

1+2z
a) Pour tous z et 7 de C\{—l,l}, foe)=2z" o2 = oz —zz77=1+2z

—Z

r_ ! r_
o z1l+z)=2z'-1z= % Or — fo(—2z")=— 1+j’ = j,i.
Dou fy(z) =2'© z=—fy(—2").
ia
. 1+ ela 2cos 22 cos & i
. xy) — _ 2 — 2 —_

b) Pour tout a € IR\{2km, k € Z} ; fo(e®) = e T o ET Tam® T
—lem—zez 2 2

Pour tout a € IR.
. i -la g & L Zta la a @
1 4+ e%=e2¢e2 +e2e2 =(e2 +e2)ez =2COSEGZ.

. e —ia o ia —ia ia\ ia a @
1 —e®=e2¢e2 —ez2e2 =<ez —eZ)ez =—2isin5 ez.

in in in 91

c) SoituZ_\/Z——(1+z)—\/— VZei=ciou=efouu=—e8 =es,
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9

in
d) (1+Z)2—Q(1+i)(1—2)2 (g)zg(1+')®ﬁ—e?0u?=e?

—Z

(daprés2) 0) & fy(z) = €7 ou fy(@) = €F @ z=—fy(e5) ouz=—f(e7)

(d’aprés2) a)) © z = —ﬁ ouz= —m = tan_. (d’aprés 2) b) ).

. —if )
1+ ze' el + Z) 9 z—(—e 9
_eLH

3 a)veelR\{-25 f(2) =— = A

16 _ 619 —z z—elf
L9)
= arg (z, — 2zp) = arg [e‘g —elg ] [27]
= Pourtout M # Aet M # B, (u oM) =6 +7T+arg(ZM—_ZZB) [27]
4

= Pourtout M # Aet M # B, (u 0M)—0+7T+(MA MB)[2n].

b) Si 9—— 2= e =eli et zg=—e 0 = —¢7ia
. . ' s . y=—-X
Si M’ décrit la demi-droite d' équation :{ >0
alors (u oM’ ) =—- 27‘[] et d’apres la question précédente,
(MA, MB) = —%— % — [Zn] = —7 Z2n] = 2 Z[2m] et par suite M appartient

au demi cercle de diametre [AB] privés des points A et B.

Fin



