PRODUIT SCALAIRE DANS E YOUSSEFBOULILA

I) Généralités: Une unité de longueur est fixée dans tout ce cours, le cm. par exemple

1) Définition:

On retiendra: On appelle produit scalaire des deux vecteurs AB et KC de E ,
le réel noté: AﬁB.A%C
ISi AB=0 ou AC=0 Alors AB.AC=0

défini par: "R Al \B, A(
¢tini par %[ Si non AB.ACIABXACXCOS(ABaAC)

- >
Remarque: L’angle (AB, AC) , N’est pas orienté, sa mesure en radian est un réel de I’intervalle: [0;7]

2) Vocabulaire, notation: a) Pour tout vecteur u = XY de E , on note: |ﬁ|| la longueur XY
lu| s’appelle la norme du vecteur u

b) Pour signifier que 1I’on a défini un produit scalaire dans E , on dit que E
est I’espace euclidien de dimension 3

On retiendra:  ; _ XY . [l = XY
G2=1.0 = XY.XY = XYx XYx - _ _
u.v = [dlx [Vl x cos(u,v)
Ik =

II) Propriétés du produit scalaire:

1) Commutativité: Pour tous vecteurs: u et v de E , u.v =

2)a) Pour tout réel k et tout vecteur u de E ,u.(kv)= =
b) Pour tous réels o et B et tous vecteurs u et v de E, (ou).(Bv)=

3) Distributivité du produit scalaire par rapport a ’addition des vecteurs:

a) Pourtousvecteurs: u ; v et w de E , u.(v+w)= (Admis)

b) Pour tous réels: o ; B ; o’ et B’ ,ettousvecteurs: u ; v ; u’ et v’ de E ,

(au+pv).(’u’+p’v’) =
¢) En particulier: (u+v).(u-v)= s (U+V) = ; (u-v

4) Orthogonalité et produit scalaire:




b) Propriété: i) Si u L
u

% Alors: u.v =
i) Si 0.V

=0 Alors:*)Si =0 ou v=0 Alors: dLlv
*)Si U=0 et v=0 Alors: cos(i,v)=
Alors:
Alors:

On retiendra: Pourtous vecteurs: U et v de E , ulv < u.v=0

5) Théorémes de Pythagore:

a) Théoréme de Pythagore: Démontrer que: [a+9° =|[dl° +MI° < W
puis interpréter graphiquement

b) Théoréeme de Pythagore généralisé:
A ; B et C sont trois pointsde E ,onpose: BC=a ; CA=b et AB=c
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i) Ecrire sous deux formes différentes: (BA+ AC) (on utilisera les lettres: a ; b et c)

ii) Exprimer cos(BjA,KC) en fonction de cos(BA 0]

iii) Déduire de i) et ii) I’expression de a’ en fonctionde: b ; ¢ et cos(BA O)
6) Exercices: 1) Donner la définition de: S ., la sphere de centre Q etderayon r (r e [0;+o0])

2) [AB] estun diamétre de S or
a) Démontrer que: Pour tout point M de E : hZANfB =M’ —r’
b)i) Déduirede a) que: M €S < MA L MB
i1) Enoncer le résultat analogue dans le plan P

3) S et S’ sont deux spheres de méme centre Q@ ,d et 6’ sont deux demi-droites
perpendiculaires, d’origine € , 6 coupe S en A et S’en A’ ,
& coupe S en B et S en B’ , I estle milieu du segment [AB ]
Démontrer que: (Q1)L(A’B)

7) Projection orthogonale d’un vecteur sur un autre: u et v # 0 sont deux vecteurs de E

a) Définition: u’ est le projeté orthogonal de u sur v <>u’ et v sontcolinéaires et (u-u’)Lv

b) Remarque: u.v =((u-u’)+tu’).v =

I1II) Produit scalaire dans I’espace euclidien E muni d’un repére orthonormé (O,1,j.k):

- - -

1) Expression analytique du produit scalaire de deux vecteurs dans le repére (0,1,j,k):




a) u(xy;z) ;u’(x5ysz’) 5 u= ;U=
u.u’= =

On retiendra: Dans un repére orthonormé de E , Si u(x;y;z) et u’(x’;y’;z’)
Alors: u.u’ = Donc u.u =
Donc: |uf| =

b) Exercice: En utilisant I1)7) , déterminer u’ , le projeté orthogonal de u sur v
i) uZL1) 5 v(3;0:-1) i) u(ZL1) 5 vEL-D

Puis vérifier par calculs que: u.v =u’.v

=}

2) Angle formé dans E par deux vecteurs non nuls . Angle aigu formé dans E par deux
droites sécantes:

a) Angle (4,v): u.V = |ulx [M[xcos(u,v) donc: cos(u,v)=

b) Angle aigu (d:d’) : d=(A,u) estune droite qui passe par A et dont u estun vecteur directeur
d’=(A,u’) estune droite qui passe par A et dont u’ estun vecteur directeur

Le cosinus de I’angle aigu formé par les droites d et d’ est cos (d;d’) =
donc cos (d;d’) =

On retiendra: @@v) = : (d:d) =

¢) Exercices: 1) Déterminer la valeur exacte ou approchée & 10~ radian prés de la mesure de I’angle (u,v)
D u(510) 5 V(151542) if) U (130:-2) 5 V(Z1:4)

2) On considere les points: A(-1;1;3) ; B(0;1;1) et C(1;2;7)
Déterminer une valeur approchée & 107 radian prés de la mesure de I’angle aigu formé
par
les droites: (AB) et (AC)

3) Distance entre deux points A(xa:Vaizs) et B(Xp;Vp:iZp) :

On retiendra: A(Xa;yaiza) 3 B(xp;ysizs) ; AB(Xp-XayB-YaiZB-Z4) ; AB = |AB||:

4) Equation cartésienne d’une sphére de E :

a) Déterminer une équation cartésienne de la sphére de centre Q(ot;B;y) et de rayon r(r e [0;+o0])
b) Déterminer une équation cartésienne de la sphére de diamétre [AB] (avec: A(xa;ya;za) et B(xs;ys;zs) )

¢) Remarques:
i) Quelle condition et quel nombre de points faut-il pour définir I’unique sphére passant par ces points ?
ii) A ; B ; C ,sontdes points tels que: (AC)L(BC) . S estune spere qui passe par les points:
A ; B et C ,soncentreestappellé: Q . C appartient a un cercle C que I’on décrira.




C estuncerclede S ,donc Q estun point de

On retiendra: M est un point de la sphére de centre (o;3;y) etderayon r <

R
M est un point de la sphére de diamétre [AB] <

=
I1 passe une et une seule sphere par quatre points
Toute sphére a une équation cartésienne du type:

d) Exercices: 1) A(-1;2;3) ; B(2;-1;5)

Déterminer une équation cartésienne de la sphére de diamétre [AB]

2) T est ’ensemble des points M(x;y;z) tels que: x*+y*+z°-2x+4y+z=m
Déterminer, suivant la valeur du parametre réel m , la nature et les éléments
caractéristiques de I’ensemble T

3) Déterminer les centres des spheres de rayon 3, qui passent par les points:
A(-1;0;1) ; B(3;1;3) et C(2;-3;4)

4)a) Déterminer le centre, puis le rayon de la sphére S qui passe par les points:
A(1;1;0) ;5 B(1:-151) 5 C(0;15-2) et D(1;0;-1)
b) Sans utiliser 3)a) , montrer qu'une équation cartésienne de la sphére S
est: 3x’+3y*+3z7+1 1x+y-z-18 = 0

5) Equation cartésienne d’un plan de E :

a) Ensemble I1 des points M(x:v;z) de E _tels que AM L7 :
A(Xa;ya;za) est un point de E , et n (a;b;c) est un vecteur non nul de E
i) Géométriquement, IT est le plan passant par A et perpendiculaire a la direction du vecteur n
ii) Analytiquement, Il est’ensemble des points M(x;y;z) de E tels que :
donc une équation cartésienne de Il est du type:

b)_Ensemble IT des points M(x;v:z) de E tels que: ax+by+cz+d=0 ; (asbh;c)# (0;0:0) :
Soit: A(xa;ya;za) , un point de E , qui vérifie la relation: ax+by+cz+d=0 donc: d =

M(x;y;z) € Il < axtbytcz- axa-bya-cza=0 < a( )+b( )+c( )=
Soit: n le vecteur de E de coordonnées: (a;b;c) , n estun vecteur non nul de E et,
Mx;y;z) e Il < AM. i = o AM i

On retiendra: ax+by+cz+d=0 (a;b;c)#(0;0;0), est une équation cartésienne d’un plan de E
perpendiculaire 4 la direction du vecteur n (a;b;c)

¢) Remarques:
i) Dans toute la suite, 1’écriture: ax+by+cz+d= 0 , supposera toujours: (a;b;c)=(0;0;0)
ii) n , un vecteur non nul de E , est perpendiculaire (ou normal) aunplan P de E
&> 1 est perpendiculaire a

d) Exercices: 1) Déterminer une équation cartésienne du plan P qui passe par le point A(-5;-2;1) et qui
est perpendiculaire a la direction du vecteur n(-1;-2;1) . Vérification ?

2) On considere les points A(1;0;1) ; B(0;0;1) et C(1;2;-1)



a) Les points: A ; B et C sont-ils alignés ?
b) Déterminer un vecteur non nul et normal au plan (ABC)
¢) Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC) . Vérification ?

3) Mémes question qu’au 2) avec: A(1;1;-1) ; B(2;0;1) et C(3;1;0)

4) Déterminer une équation cartésienne de 1’ensemble des points de E , qui sont
équidistants des points: A(-1;3;-2) et B(0;1;-1) . Vocabulaire ?

5)a)i) Déterminer un systéme d’équations cartésiennes de I’ensemble des points de E , qui
sont équidistants des points: A(-1;3;-2) ; B(0;1;-1) et C(-1;0;2)
i1) Déduire de: 1) un systéme d’équations paramétriques de I’ensemble décrit au: 1)
1i1) Déduire de: ii) la nature et des éléments caractéristiques de I’ensemble décrit au: 1)
b) Déterminer, en utilisant les déterminants, une équation cartésienne du plan (ABC)
c)i) Vérifier que la droite définie au: a) est perpendiculaire au plan (ABC)
i1) Pouvait-on prévoir géométriquement le résultat du: c)i) ?

6) Plans paralléles: P: ax+by+cz+d=0 et P’: a’x+b’y+c’z+d’ =0

a) Les plans: P et P” sont paralléles <> Les vecteurs n(a;b;c) et n'(a’;b’;c’) sont

<:>E|keR/1

<~

b) Exercices: 1) Déterminer une équation cartésienne du plan P’ , paralléle au plan P et
passant par le point A
1) P: x+y+z=0 ; A(1;-5;-2) 1) P: -x-2y+3z-6=0 ; A(-1;-1;1)

2)a) Montrer que les plans: P: 2x-y+2z+3=0 et P’: -3x+1,5y-3z=0 , sont parall¢les.
b) Déterminer I’ensemble II des points de E , équidistants des plans: P et P’
c¢)i) Déterminer la distance entre les plans P et P’

i1) Déduire de c¢)i) la distance entre les plans P et II

3) Déterminer une équation cartésienne du plan II équidistant des des plans:
paralleles: P: axtby+cz+d=0 et P’: ax+bytcz+d’ =0

'

On retiendra:

ax+by+cz+ =0 estune équation du plan équidistant des des plans:

paralléles: P: ax+byt+cz+d=0 et P’: axtbyt+cz+d’=0

7) Intersection dans E de deux plans non paralléles, droite dans E :

a) Les plans: P: ax+by+cz+d=0 et P’: a’x+b’y+c’z+d’= 0, ne sont pas paralleles
<> Les vecteurs 1 (a;b;c) et n'(a’;b’;c’)
S

b) Droite de E :
i) L’intersection des deux plans non paralleéles: P et P’ , est une droite D de E




) ] ax+by+cz+d=0
ii) Un point M(x;y;z) de E appartienta D < (S) Ax+by+czed=0

iii) (S) constitue un systeme d’équations cartésiennes de la droite D

8 |

iv) u(x;y;z) estun vecteur directeur de D <:>1ﬁ <:>1
u
[ o)
¢) Position relative dans E d’une droite D = (A,u LBJ ) et d’un plan P: ax+by+cz+d =0 :
Y
On retiendra: D est parallelea P = =
D n’estpas paralléglea P < =

d) Position relative dans E de deux droites D = (A.,u) et D’ =(A’,u’):

On retiendra: a)D estparallelea D° <
b) Lorsque u et u’ ne sont pas colinéaires:
i)Si D et D’ ont un point commun , Alors D et D’ sont sécantes et coplanaires
ii) Si D et D’ n’ont pas de point commun , Alors D et D’ ne sont pas coplanaires

e) Exercices: 1) Déterminer un point et un vecteur directeur de la droite D (2 méthodes)
) Xx+y+z=0 B 2x—y+z-5=0
i) D: i1) D:
2x—z=0 —X+2y-5z+1=0

2) Déterminer un systéme d’€équations cartésiennes de la droite D
a) D passe par le point A(0,1;0) et u(1;0;-1) estun vecteur directeur de D
b) D passe par le point A(-1,2;1) et u(-2;-1;3) est un vecteur directeur de D

2x—y+z-3=0

3) Démontrer que la droite d: { et le plan P: x-z-1=0 sont sécants

X +2z+1=0
Déterminer le point d’intersection de D et de P (2 méthodes)

2x-y+z-3=0

4)a) Démontrer que la droite d: {x 2120 est parallele au plan P: x-y-z-2=0

b) Déterminer la distance de d a P

2x-y+z-3=0
est parall¢le au plan P: x-y-z-4=0

Dé la droite d:
5)a) Démontrer que la droite d {x +2741=0

b) Déterminer la distance de d a P

6) Etudier la position relative des droites d et d’ (diverses méthodes)

] 2x—y+z-3=0 , [x=2y-5=0
l)d:{x +2z+1=0 :{y—z+1:O
B 2x—-y+z-3=0 , [x+2z-1=0
H)d:{x +2241=0 '{y+3z=o



2x-y+z-3=0 -x+z-2=0
1) d: :
+2z+1=0 y+2=0

7)a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de I’ensemble des points M(x;y;z)
+1 y-2 z-1
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b) Dans le cas ou affy # 0
1) Démontrer qu’un systéme d’équations cartésiennes de la droite

X
tels que:

[ o)
d= (A(XA;yA;ZA)oﬁ B ) est: XX = Y~ Ya = L7724
o p Y
Y
ii) Démontrer que: by S A /S Sk
o p Y
[ o)
est un systéme d’équation cartésienne de la droite d = (A(Xa;y¥a;ZA),U LBJ )
Y

8) Angle aigu formé dans E par deux plans non paralléles:

a) Montrer géométriquement que 1’angle aigu formé par deux plans, non paralleles P et P’ | est égal a
I’angle aigu formé par deux vecteurs normaux respectivement a: P et P’

On retiendra: P: axtbytcz+td=0 ; P’: a’x+tb’y+c’z+d’ =0 , n(a;bic) et n'(a’;b’;c’)
In.n'

FMER

L’angle aigu formé par les plans P et P’ a pour mesure: arccos(

b) Exercice:

Déterminer une valeur approchée & 10~ radian prés de I’angle aigu formé par les deux plans P et P’
i) P: x+ty+z=0 ; P’: -2x+y-z+1=0 ii) P: 2x+y+z=0 ; P’: x+y-z=0 iii) P: xtz=0 ; P’:-2x-y+2z-1=0

9) Plans perpendiculaires: P: ax+by+cz+d =0 et P’: a’x+b’y+c’z+d’ =0

On retiendra:  Les plans: P: ax+by+cz+d =0 et P’: a’x+b’y+c’z+d’ = 0 sont perpendiculaires
= =

10) Angle aigu formé dans E _par une droite D = (A,u) et un plan P: axt+by+cz+d=0:
On suppose que la droite D n’est pas parall¢le au plan P
a) Montrer géométriquement que 1’angle aigu formé par la droite (A;u) etle plan P , est égal au
complémentaire de ’angle aigu formé par u et un vecteur normal a P

On retiendra:  La droite D = (A;u) n’est pas paralléle au plan P: ax+by+cz+d =0
|o.4

fal <l

)

L’angle aigu formé par le plan P et la droite D a pour mesure: % - arccosﬁ

_;E Creice: CLE C : C alel EI)I):: CC ¢ : adlc pEE:E c gEEgL C EpE
. 1 1 P. 1



11) Distance dans E d’un point A(xa3VA3Z4) au plan_I1 : axtby+cztd =0:

a) n(a;b;c) est un vecteur non nul de E , normal au plan TT
Soit H le point d’intersection de la droite (A;n) et duplan TII

Vocabulaire: H , estle sur I1
Soit C(xc;yc;zc) un point de IT ,ona donc: d=
i) AC.ii = (A—>H+H—>C> f=AHA+  =AHx — AHxJA x( )
i) AC.1i = ( Ya+( Yo+( )e =

On retiendra: La distance du point: A(xa;y¥a;za) de E auplan IT : ax+by+cz+d= 0 ; (a;b;c)=(0;0;0)
|axA +by, +cz, +d|

Ja2 + b2 +¢?

est: d(A,IT) =

b)Remarque: (Cours de 5™ ) La distance du point: A(xa:ya) de P aladroite d: ax+by+c=0;
(a;b)#(0;0) , est: d(A,d) =

¢) Exercices: 1)a) Déterminer la distance du point A(-1;2;-3) au plan IT: x+y-2z=1
b) Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point A sur le plan I1
c) Vérifier le résultat du 1)a)

2)a) Vérifier par calculs que les points M de la droite d =(A(1;0;-3);u(1;1;3)), sont tous a
la méme distance du plan I1: -x-2y+z=4
b) Pouvait-on prévoir géométriquement le résultat du 2)a) ?

3)a) Retrouver les résultats de I’exercice 2)b)c) du III)6) avec une nouvelle méthode
b) Etablir des équations des spheres de rayon 2 , tangentes a P dont les centres
appartiennent a la droite qui passe par le point A(-2,4;0) et dont u(0;1;1) estun
vecteur directeur

4) On considere le plan I1: 4x-y-z=1 et les points: A(1;4;5) et B(5;6;1)
a) Etablir un systeme d’€quations paramétriques de I’ensemble des points de I1
qui sont équidistants de A et B (différentes méthodes)
b) Etablir une équation des spheres de rayon N4, passant par les points A et B et
dont le centre appartient au plan T1

12) Position relative dans E d’un plan P: axtby+cz+d =0 et d’une sphére S ,

a)i) Dessiner en perspective I’intersection d’un plan P et d’une sphére S de centre () , et de rayon R
ii) Soit I le centre et r le rayon, du cercle ainsi défini dans 1’un des trois cas de dessin ci-dessus
Exprimer r en fonctionde R etde QI

On retiendra:  Si d(€2,P) >R Alors S,; N P=
Si d(QQ,P) =R Alors S or et P sont en et S
Si d(€2,P) <R Alors S ar N P= Avec:

QRmP =



b) Exercices: 1) Déterminer les ¢léments caractéristiques de I’intersection du plan P et de la sphere S
i) Q(0;2;1) ; R=0,75 ; P: 42 xty+z=1
i) Q(0;2;1) ; R=1 ; P: J2 xty+z=1
iii) Q(0;2;1) ; R=3 ; P: /2 xty+z=1

2) T, : x> 2x+y>-2y+7°+22+m=0
a)i) Déterminer les valeurs du parameétre réel m pour lesquelles I',, est une sphére
i1) Donner alors son centre et son rayon
b) Lorsque I', estune sphére, déterminer, suivant les valeurs du parameétre réel m
les éléments caractéristiques de I’intersection du plan P: x-y+2z=0 et de la sphere I' |

3) S est la sphére d’équation cartésienne: x*+y*+z’-2x+4y+4 =0

a) Déterminer une équation cartésienne du plan IT tangent a la sphére S
au point: A(2;-2;0)

b) Déterminer une équation cartésienne de chacun des plans P et P’ |
qui sont tangents a la sphére S et qui sont parall¢les au plan IT: y=0

¢) Q et Q’ sont deux plans qui sont tangents a la sphére S respectivementen C et C’,
qui passent par les points: A’(1;1;0) et B’(2;0;0)
Déterminer C et C’ puis des équations cartésiennes de Q et Q’

4) Déterminer une équation cartésienne de chacun des plans perpendiculaires
[ —1)
a la direction du vecteur ﬁL 2 J , qui coupent la sphere
3
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d’équation: x*+y*+z°+2x-4z—— =0 suivant un cercle de rayon ——
q y - yor



